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Einleitung

Die Bewegung astrophysikalischer Objekte wird hdufig von der Gravitation dominiert.
Da die Wirkung des Elektromagnetismus wegen der Ladungsneutralitit grofer Objekte
auf kurzreichweitige Dipol- und hohere Momente beschrankt ist, ist die Gravitation die
einzige effektive langreichweitige Wechselwirkung.

Im Inneren von ausgedehnten Objekten kénnen Dipolkrifte wie Magnetismus und
auch Druckkrifte eine wesentliche Rolle spielen. Gasscheiben, die um einen Zentralkorper
rotieren, werden beispielsweise durch Magnetohydrodynamik im Gravitationsfeld dieses
Zentralkorpers beschrieben. Wenn diese ausgedehnten Objekte heifs oder diinn sind, kom-
men Effekte durch elektromagnetische Strahlung zum Tragen. Diese sind vor allem Ener-
gietransport von heifferen in kiltere Gebiete und Druck, der durch die Strahlung erzeugt
wird.

Ein anderer Grund, der elektromagnetische Strahlung fiir Astronomen interessant
macht, ist die Tatsache, daf ebendiese Strahlung die iiberwiegende Mehrzahl, oft die
einzigen Daten iiber Objekte aufierhalb des Sonnensystems liefert. Deshalb ist die Ent-
stehung von Strahlung im Inneren von Objekten und der Transport zu deren Oberfliche
ein nicht unwichtiges Forschungsgebiet.

Die Gleichungen der Hydrodynamik sind leider so komplex, daf sie nur in den ein-
fachsten Féllen analytisch gelost werden konnen. Magnetohydrodynamische Probleme
oder Probleme mit Strahlungstransport sind nur nach Ndherungen analytisch zuging-
lich. Gliicklicherweise gibt es seit gut dreiffig Jahren stédndig bessere Verfahren, um solche
Probleme auf Rechnern numerisch zu losen.

Eines dieser Verfahren, das besonders in der Astrophysik zunehmend Anwendungen
findet, ist der SPH-Formalismus. SPH, engl.: “Smoothed Particle Hydrodynamics”, heifst
auf deutsch ,,Hydrodynamik mit ausgeschmierten Teilchen®. Dies ist eine Diskretisierungs-
methode, durch die partielle Differentialgleichungen mittels gew6hnlicher Differentialglei-
chungen angenédhert werden konnen. Dadurch kann dann die Zeitentwicklung eines Sy-
stems mit numerischen Standardmethoden gel6st werden.

Bisherige Arbeiten zur Losung strahlungshydrodynamischer Probleme im SPH-For-
malismus beschrianken sich auf den Grenzfall optisch diinner Materie, in dem die erzeugte
Strahlung das betrachtete Gebiet instantan verl:ifit.! Diese Diplomarbeit untersucht, wie
Effekte der Strahlung in optisch dicker Materie in die Methoden des SPH-Formalismus
integriert werden konnen.

Lucy (1977) bildet eine Ausnahme. Er nimmt optisch dicke Materie an, vernachliissigt aber den
Strahlungsdruck.
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Kapitel 1

Physikalische Grundlagen

1.1 Hydrodynamik

Der SPH-Formalismus wird in der Astrophysik hauptséichlich auf hydrodynamische Pro-
bleme angewandt. Um eine Einfiihrung in diese Doméne von SPH zu geben, werden in
diesem Abschnitt die Grundlagen der Hydrodynamik wiederholt, deren Inhalt nach Lan-
dau und Lifschitz (1991) das Studium der Bewegung von Fliissigkeiten und Gasen bildet.

Der Zustand gasférmiger oder fliissiger Materie im thermodynamischen Gleichgewicht
kann durch die Feldgrofen Dichte o(t, x), Geschwindigkeit v(¢,x) und Druck p(,x) be-
schrieben werden. Soweit nicht anders gesagt, gilt hier stets der nicht-relativistische Grenz-
fall v < ¢ der klassischen Mechanik.

Es gibt zwei grundséitzlich verschiedene Bilder, in der die Bewegung dieser Materie
verstanden werden kann. Im Fulerschen Bild wird ein festes Raumgebiet mit zeitlich kon-
stantem Volumen V" untersucht, das von der Materie durchstromt wird. Im Lagrangeschen
Bild hingegen wird eine gewisse feste Menge Materie betrachtet, die meist durch ihre Mas-
se M charakterisiert wird. Diese Masse M bewegt sich mit der Stromung im Raum und
andert dabei ihre Form und ihr Volumen.

Standardwerke der Hydrodynamik wie Landau und Lifschitz (1991) beginnen ihre
Einfiihrung meist im Eulerschen Bild. Da SPH jedoch ein Lagrangesches Verfahren ist,!
sollen hier die Grundlagen der Hydrodynamik im Lagrange-Bild vorgestellt werden. In
Mihalas und Mihalas (1984) wird dieser Zugang genauer erliutert.

1.1.1 Allgemeines zum Lagrange-Bild

Die Zeitentwicklungsgleichungen der oben erwahnten Grofen Dichte, Geschwindigkeit und
Druck werden im Lagrange-Bild hergeleitet, indem eine gewisse Masse M betrachtet wird,
die ein gewisses zeitlich verdnderliches Volumen V' (¢) einnimmt. Fiir dieses Volumen V()
werden Bilanzgleichungen fiir die Erhaltungsgrofsen Impuls und Energie aufgestellt, aus
denen dann die Zeitentwicklungsgleichungen folgen.

!Der SPH-Formalismus wird in Kapitel 2 vorgestellt.

3



4 KAPITEL 1. PHYSIKALISCHE GRUNDLAGEN

Fiir eine in diesem Volumen enthaltene Quantitét

A(t) = / a(t,x') V" (1.1)

V(t)
gilt das Reynoldsche Transporttheorem

d d

—A(t) = — t,x") dV’

Saw = = [atx)av

V(t)
D !/ ! ! !
= Hta(t,x)wLa(t,x)V-v(t,x) awv'’ | (1.2)
V(t)

wenn sich die Materie und damit der Rand des Volumens mit der Geschwindigkeit v (¢, x’)
bewegen. Ein Beweis wird in Mihalas und Mihalas (1984), Kapitel 2.1.18 vorgestellt. Die
Ableitung D/ Dt ist dabei im mitbewegten System der Materie definiert und heift deshalb
auch substantielle Ableitung. Fiir sie wird x = v angenommen, woraus sich D/Dt =
/0t + v -V ergibt.

Aus (1.2) folgt insbesondere fiir a = 1 die Volumengleichung

d . d . ,
V(t) V(t)

Sie beschreibt, wie sich das zur festen Masse gehorende Volumen V' mit der Zeit dndert.

1.1.2 Die Kontinuitatsgleichung

Die Kontinuitétsgleichung ist das hydrodynamische Aquivalent zur Massenerhaltung. Da
sich das Volumen V mit der Materie mitbewegt, gibt es keinen Massenfluf durch die
Oberfliche des betrachteten Volumens. Die Masse M = fv o dV' ist bis auf eventuelle
Quellterme ¢y, (¢, x) erhalten, also

d

— M = m dV' . 1.4

aM=[a (14)
\4

Mit dem Transporttheorem (1.2) ergibt sich

d d D
=—M - mdlz_ dv' — mdlz = V - _mdl
0 dt /q v dt/g v /q v /{Z)tQ_FQ voa v
|4

v v v
(1.5)
Da dies fiir beliebige Volumina V' gilt, folgt die Kontinuitditsgleichung
D
—o+0oV-v=qn . (1.6)

Dt
Die Massenquellterme ¢, sind meist null, da Masse in der klassischen Mechanik nicht
spontan entsteht. Eine Ausnahme dazu bilden etwa Gase mit mehreren Komponenten,
die sich ineinander umwandeln konnen; die Masse der einzelnen Komponenten ist dann
nicht erhalten.
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1.1.3 Die Euler-Gleichung

Die Bewegungsgleichung folgt aus der Impulsbilanz fiir das Volumen V. Da keine Mas-
se durch die Oberfliche fliefst, dndert sich der im Volumen V' enthaltene Impuls p =
fv ov dV' nur durch Krifte, die auf die Masse im Volumen einwirken. Man unterscheidet
in der Hydrodynamik zwischen Volumenkriften, die iiberall im Inneren wirken, und Ober-
flaichenkriften, die die Wechselwirkung des Volumens mit seiner angrenzenden Umgebung
beinhalten. Es gilt also

d

d
P= gvdv':—]{P-dA+/quV’ : (1.7)
|4 ov |4

Im Tensor P sind die Oberflichenkréfte, also Druck-, Spannungs- und Scherkrifte enthal-
ten; im Impulsquellterm qp sind die Volumenkréfte zusammengefaft. Das Oberflichenin-
tegral kann nach dem Gaufsschen Satz in ein Volumenintegral iiberfiihrt werden. Mit der
gleichen Argumentation wie fiir Gleichung (1.6) und nach Einsetzen derselben fiihrt dies
zur Bewegungsgleichung

D 1 1

vtV P (1.8)

Der Impulsquellterm q, wird null, wenn keine Volumenkrafte wie Gravitation oder

Magnetismus angreifen. Der Tensor P ist in Medien ohne Scherkrifte und Viskositét iso-
trop, also P = pE mit dem Druck p. (Das Symbol E bezeichnet den Einheitstensor, siehe
Anhang A.) In diesem Fall wird Gleichung (1.8) auch als Fuler-Gleichung bezeichnet.

1.1.4 Die Energiegleichung
Der erste Hauptsatz der Thermodynamik lautet dE + pdV =T dS oder
de+pd(§) =Tds (1.9)

mit der spezifischen inneren Energie e und der spezifischen Entropie s. Er beschreibt die
Energieerhaltung fiir ein infinitesimales Massenelement. Wenn dieses Massenelement in
der Zeit verfolgt wird, gilt nach Einsetzen der Kontinuitdtsgleichung (1.6)

D P D

— -V.v=T_— 1.10

i € + . v i’ (1.10)
Damit gilt fiir die Dichte der inneren Energie £ = ge

D

—e+(E+pV-v=q |, (1.11)

Dt

wobei ¢, die Warmeproduktion pro Volumen beschreibt.
Die Gesamtenergie in einem endlichen Volumen V' ist gegeben durch

E= / <§v2 + e) v’ (1.12)

\%4
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und ihre Zeitentwicklung lautet

d d
- F = —
dt dt

v

= /(% [§v2+6] + [§v2+e]v-v> dv'

(=V - (pv) +qe) dV’

(gv2 + 6) v’

I
T— =

= —j[pv-dA+/qe av’ (1.13)

oV 1%

nach Einsetzen der Kontinuitétsgleichung (1.6) und der Bewegungsgleichung (1.8) und
nach Anwendung des Gauftschen Satzes.

Der Term ¢ pv-dA beschreibt die Volumenarbeit p dV: Er integriert den Druck p iiber
das Gebiet, um das sich das Volumen verkleinert, also die Orte, die der Rand des Volumens
iiberstreicht. Der Rand bewegt sich dabei mit der Geschwindigkeit v. In [ ¢.dV" sind
die Energiequellterme aufer der Volumenarbeit zusammengefalst; dies sind beispielsweise
viskose Heizung, Wirmeleitung oder Wechselwirkung mit Strahlung.

1.1.5 Zustandsgleichungen

Eine Zustandsgleichung p = p(o,T) und eine kalorische Zustandsgleichung T = T'(p, ¢)
oder p = p(p, ) schlieken das System.

Ideales Gas

Fiir ein ideales Gas gilt die ideale Gasgleichung pV = NET mit der Boltzmann-Konstan-
ten k£ und der Anzahl der Teilchen N. Sie ist dquivalent zur Zustandsgleichung

v=For (1.14)
1

in der p fiir die Molmasse des Gases steht. Weiter gilt fiir ideale Gase die kalorische
Zustandsgleichung

p=(y—1)¢ (1.15)

mit dem isentropischen Exponenten v = ¢,/cy. Einatomige ideale Gase haben v = 5/3,
einatomige ultra-relativistische Gase v = 4/3.

1.2 Strahlung und Strahlungstransport

In diesem Abschnitt wird eine mogliche Beschreibung von elektromagnetischen Strah-
lungsfeldern vorgestellt. Dabei werden gewisse Naherungen angenommen, um schliefslich
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zu einer Beschreibung zu gelangen, die fiir gewisse astrophysikalische Objekte sinnvoll ist.
Fiir eine tiefergehende Einfiihrung sei auf Pomraning (1973) oder Rybiki und Lightman
(1979) verwiesen.

Ein Photon der semiklassischen Physik wird durch seine Frequenz v und Richtung 2
vollstdndig charakterisiert. Polarisation und Phase des Photons werden dabei vernach-
lassigt. Sein Impuls ist p = hvQ2/c. Die klassischen Eigenschaften eines Strahlungsfeldes
sind somit alle in der Phasenraumdichte

dn

= —= f(¢ Q 1.1
T = (.. 9) (1.16)

enthalten.

1.2.1 Transportgleichung

Um die Zeitentwicklung der Phasenraumdichte zu erhalten, betrachte man ein infinitesi-
males sechs-dimensionales Volumen V), im Phasenraum, das den Phasenraumpunkt eines
gegebenen Systems umschlieft:

h3 V2

3

dV, = d*z d*p = PrdvdQ . (1.17)
Dieses Volumen soll sich entlang der Trajektorie des Systems mit diesem mitbewegen.
Nach dem Satz von Liouville (Goldstein 1989, Kapitel 8.8) ist der Inhalt dieses Volumens
zeitlich konstant.

Die Anzahl der Photonen dn = f dV, in diesem Volumen ist bis auf Streu- und Ab-
sorptionsprozesse erhalten. Es gilt die Bilanzgleichung (Pomraning 1973, Kapitel 11.3)

Anderung der Photonenzahl = + Emission — Absorption

+ Einstreuung — Ausstreuung

oder (die Zeit- und Ortsabhingigkeiten werden hier nicht explizit angegeben)

Clrw@ an] = 4w v, - v, ), 9) v,

+ / ' / dsy [cas(l/' S QS Q) (), Q)
0 4
—cos(v =V, Q= Q) f(v,Q)|dV, .(1.18)

Dabei sind ¢(v,€2) ein Emissionsterm, der die Photonenquellen beschreibt, und o, (v, Q)
der Absorptionskoeffizient, der die Photonensenken beschreibt. o,(v/ — v, Q' — ) ist
der Streukoeffizient fiir einen Ubergang von (/, Q') nach (v, ).

Man kénnte induzierte Emission und induzierte Streuung im Emissionsterm und im
Streukoeffizienten beriicksichtigen. Da die Ubergangswahrscheinlichkeiten fiir induzierte
Prozesse aber proportional zur Besetzungszahl des Zielzustandes und damit zu f sind, ist
es iiblich, sie explizit in der Bilanzgleichung zu beriicksichtigen.
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Durch induzierte Uberginge versindert sich die Ubergangswahrscheinlichkeit zwischen
zwei Zusténden von P zu P’ = (1+n)P; dabei ist n die Besetzungszahl des Zielzustandes
(Pomraning 1973, Kapitel 11.9). Der Zielzustand ist in diesem Fall eine Phasenraumzelle,
die wegen der beiden mdglichen Polarisationszustiande des Photons das Volumen AV =
h3/2 hat. Fiir die Besetzungszahl gilt

n:/de;,:fAV:h;f | (1.19)

Damit ist
h3
P'=(1+n)P = <1+3f>P . (1.20)

Es ist zweckmifig, die Terme der induzierten Emission und der Absorption zusam-
menzufassen. Dazu geht man von o, (v, Q) auf den korrigierten Absorptionskoeffizienten

3

'(1,9) = 0,(v, Q) — —
o1, Q) = 0, 2) — -

q(v, Q) (1.21)

tiber und ersetzt den Quellterm ¢(v, Q) durch die Grofe

q(v, Q)

/ Q —
Q(l/, ) CO':I(V,Q)

(1.22)

Ferner ist das Volumen dV}, in der Bilanzgleichung (1.18) konstant und hebt sich auf
beiden Seiten weg. Dies fiihrt zur Transportgleichung

d
%f(l/,ﬂ):

(v, 2) (q

co, (v, Q))
+/du'/d9'[cas V=, Q= Q) f(V, Q) (1—1—%3]‘@,9))
0

4

—cos(v =V, Q2 — Q) f(v,Q) <1 + %3 f, Q’))} . (1.23)

1.2.2 Motivation der Naherungen

Die Transportgleichung (1.23) ist eine Integro-Differentialgleichung; sie kann nur fiir Spezi-
alfille analytisch gelost werden. Auch die numerische Losung von Anfangswertproblemen
ist im allgemeinen zu aufwendig. Im folgenden werden deshalb Néherungen eingefiihrt, die
die Transportgleichung in ein System partieller Differentialgleichungen mit nur wenigen
Variablen iiberfiihren.

Diese Néherungen sollen dadurch motiviert werden, daft das Strahlungsfeld in Ma-
terie eingebettet wird. Diese Materie soll (lokal) mit sich selbst im thermodynamischen
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Gleichgewicht sein?, bis auf ein Geschwindigkeitsfeld v (lokal) isotrop sein und sich mit
Relativgeschwindigkeiten v < ¢ bewegen.

Ferner wird angenommen, daf die Strahlung stark mit der Materie wechselwirkt, d. h.
dafs die Materie optisch dick ist. Die mittlere freie Weglinge der Photonen ist dann viel
kleiner als typische Abmessungen in der Materie. Es wird nicht verlangt, dafs die Strahlung
mit der Materie im thermodynamischen Gleichgewicht steht. Solche Bedingung gelten in
der Natur etwa im Inneren von Sternen oder von undurchsichtigen Gas- oder Staubwolken.

Das Gegenteil zu diesen Annahmen wére optisch diinne Materie oder ein Vakuum, in
dem sich Strahlung frei oder annihernd frei ausbreiten kann; Photonen bewegen sich dann
mit Lichtgeschwindigkeit geradlinig von ihrem Entstehungsort weg. In diesem Grenzfall
verlifst die Strahlung ein betrachtetes Raumgebiet instantan und braucht nur in der Ener-
giebilanz beriicksichtigt zu werden. Ein Strahlungstransport im eigentlichen Sinne findet
nicht statt.

1.2.3 Eine Umformulierung

Da bei den einzufithrenden Nidherungen physikalische Intuition, also ein globales Ver-
stdndnis der betrachteten Vorgédnge, eine wichtige Rolle spielt, soll hier von der recht
unanschaulichen Grofe ,,Phasenraumdichte auf die spezifische Intensitéit iibergegangen
werden. Diese ist als

Energie

. Intensitiat = 1.24
Spez. Ltenstia Zeit - Flache - Frequenz - Raumwinkel ( )
oder
dE h*v3

I(v,Q2) = = Q 1.25

definiert. Gleichzeitig soll der Quellterm ¢’ durch die Emissivitét

h*v?

S0,9) =" (0Q) (1.26)

der emittierten Leistung je Volumen, Frequenz und Richtung ersetzt werden.

Wegen der Isotropie der Materie kann davon ausgegangen werden, dafs die Emissivitit
S und der Absorptionskoeffizient o/, richtungsunabhingig sind und dafs der Streukoeffizi-
ent o, hochstens vom Richtungskosinus p = € - Q' abhingt.

Die Isotropie der Materie legt zusammen mit ihrer optischen Dicke nahe, daf das
Strahlungsfeld zumindest anndhernd isotrop sein wird. Deshalb ist es nicht ganz unver-
niinftig, anzunehmen, dafs auch die Abhéngigkeit des Streukoeffizienten vom Streuwinkel
vernachléssigt werden kann. Dadurch wird

os(v =) = 27r/du os(v =V, ) =4dros(v -V, Q- Q) (1.27)

’Dies wird als LTE-Niherung bezeichnet; LTE (engl.) = local thermodynamic equilibrium
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definiert. Dies gilt natiirlich nur in dem Bezugssystem, in dem die Materie lokal in Ru-
he ist. Zur Vereinfachung wird hier zunichst angenommen, daf die Materie global im
Laborsystem in Ruhe ist.

Um die Transportgleichung im Laborsystem zu formulieren, wird die Identitét

d 0

i 8t+cQ-V (1.28)
verwendet. Die totale (Lagrangesche) Ableitung bezieht sich hierbei auf Grofen, die im
mithbewegten System des Strahlungsfeldes definiert sind. Der Term c£2 bezeichnet das
Geschwindigkeitsfeld der Strahlung.

In Gleichung (1.28) sind keine Ableitungen von v und €2 vorhanden, weil angenommen
wird, daf sich Frequenz und Richtung der Photonen nicht kontinuierlich &ndern, wihrend
das Photonenpaket mit dem Strahlungsfeld stromt. (Die punktformigen Wechselwirkun-
gen mit der Materie sind dabei ausgenommen.) Solche kontinuierliche Wechselwirkungen
wiirden beispielsweise durch gravitative Rotverschiebung oder durch einen ortsabhidngigen
Brechungsindex verursacht.

Obige Néherungen, in die Transportgleichung eingesetzt, und selbige fiir die spezifische
Intensitdt umformuliert, ergeben im Laborsystem

(r,2) +cQ2-VI(v,Q) =

) (S@) - 1(, )

—1
ot

o~

co

v ?
+ [ dv / dsY [7 cos(V' = v) IV, Q) <1 + 53 I(v, Q))

0\8

4

2
— o (v NI, Q) (14— 10/, Q))| . (1.29)
2hv!
Diese Formulierung der Transportgleichung fiir Photonen gilt, wenn die Materie im La-

borsystem in Ruhe ist.

1.2.4 Darstellung der Richtungscharakteristik

Die Richtungsabhingigkeit der spezifischen Intensitit kann nach Kugelflichenfunktionen
entwickelt werden (Jackson 1975, Kapitel 3.5; Bronstein und Semendjajew 1991, Kapitel
3.3.2.3.4):

I, Q) =) Tim(v) V() . (1.30)

Wenn das Strahlungsfeld, wie oben erwihnt, anndhernd isotrop ist, gilt
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Damit kann die Entwicklung (wie in der Physik iiblich®) nach dem Term erster Ord-
nung abgebrochen werden. In Multipolmomenten* lautet die Niherung

(v, Q) = %[0(1/) 4 %n () . (1.32)

Die Funktionen I und Iy sind das nullte und erste (bzw. Monopol- und Dipol-) Mo-
ment der Richtungscharakteristik des Strahlungsfeldes. Da in der Entwicklung die Terme
zweiter Ordnung Io,, vernachlissigt wurden, ist das zweite (oder Quadrupol-) Moment
diagonal und isotrop;® in drei Dimensionen gilt |, = (I,/3) E

Das n-te Moment der Richtungscharakteristik ergibt sich durch Integration iiber alle
Winkel, nachdem zuvor n-mal mit €2 multipliziert wurde:

L) = / 40 1(v, Q) (1.33)

L) = / 40 I(1,Q) O (1.34)
b(v) = / 40 (v, Q) QQ = %Ig(u) E (1.35)

(Die Schreibweise Q2 bezeichnet das Tensorprodukt 2 ® €, siehe Anhang A.)
Die ersten beiden Momente der Transportgleichung (1.29) ergeben

0
a]g(l/) +cV - Il(l/) =

co’ (v) (47r S(v) — Io(z/))
+ / d/ {K co, (v — v) Iy(V') — coy(v — V) JU(V)}

% 7 v/ {— cou (v — v) — %cas(y . y')] L)L) (1.36)

. falls nicht wegen der Komplexitit des Problems auch der lineare Term vernachlissigt werden
mufs.

4Dies sind keine Multipolmomente im eigentlichen Sinne, da sie keine radiale Abhéngigkeit beschreiben.
Hier beschreiben sie nur eine Richtungscharakteristik.

"Wenn gewisse Entwicklungskoeffizienten fiir Kugelfliichenfunktionen verschwinden, ist das fiir die ent-
sprechenden Multipolmomente nicht notwendig auch der Fall. Beispielsweise gibt es fiinf Entwicklungs-
koeffizienten I, fir das zweite Moment, der Quadrupoltensor jedoch hat neun Komponenten. Die vier
sich ergebenden Zwangsbedingungen sind die Symmetriebedingungen IS‘B = 15 % und die Spurbedingung
tr |2 == I().
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und

0 c
&Il( ) + gVIU(Z/) =

o0

- {ca;(u) + / v co,(v — y')] 1, (v)

R 1 , ,
_ho/ {—cas v —>V) —WCUS(V%V) IO(V)II(V) ) (1-37)

wobei ausgenutzt wurde, daf die Koeffizienten ¢ als isotrop angenommen wurden.
Um die Frequenzintegrale in der Transportgleichung zum Verschwinden zu bringen,
wird angenommen, dafs die Streuvorgéinge kohérent sind, d. h.

os(V' = v)=0,v)o(v—1) . (1.38)

Dadurch kollabieren die Frequenzintegrale.

Weiter sollen Materie und Strahlung nach den Annahmen von oben stark miteinander
wechselwirken. Typische Langenskalen fiir die Strahlung werden gleich denen fiir Materie
sein. Auferdem soll ja v < ¢ gelten; somit folgt aus Az ~ v At fiir die Materie dann Az <
c At fiir die Strahlung. Der Term 0/0t I;(v) in Gleichung (1.37) kann also gegeniiber
¢/3V1y(v) vernachlissigt werden.

Nun kann (1.37) nach Iy (v) aufgelost und in (1.36) eingesetzt werden. Dies fithrt zur
Eddington- oder Diffusions-Niherung der Transportgleichung (Pomraning 1973, Kapitel
I11.2):

0

= 1o(v) = V- D(v) VIy(v) = e (v) (47r5(y) —IO(V)) , (1.39)

die die Form einer Diffusionsgleichung hat, mit dem Diffusionskoeffizienten

C2

b = 3(00&(1/) + CO’S(I/))

(1.40)

1.2.5 Darstellung des Spektrums

Die Frequenzverteilung, also das Spektrum des Strahlungsfeldes, hingt von vielen interes-
santen Eigenschaften der Materie ab, etwa von deren chemischer Zusammensetzung oder
Temperatur. Nichtsdestotrotz ist es sehr aufwendig, sowohl mehrere Raumdimensionen
als auch das Spektrum numerisch aufzultsen.

Ein beliebter Ansatz, der die Frequenzabhingigkeit von Streuung und Absorption
grundsétzlich korrekt widerspiegeln kann, ist die Mehrgruppenmethode. Dabei wird das
Spektrum in mehrere Frequenzbereiche aufgeteilt, etwa analog zu einer Gitteraufteilung
des Raumes. Somit wird die Gesamtintensitit in jedem dieser Frequenzbereiche beriick-
sichtigt, ohne diese Bereiche genauer aufzulosen. Zweckméfbigerweise wird man die Gren-
zen der Bereiche den zu beriicksichtigenden physikalischen Prozessen anpassen.
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Da die Materie mit sich selbst lokal im thermodynamischen Gleichgewicht stehen und
die mittlere freie Weglinge der Strahlung klein sein soll, wird das Strahlungsfeld be-
reits nach kurzer Strecke thermalisiert werden. Weil ein thermisches Strahlungsfeld durch
eine Groke (etwa der Temperatur des Strahlers oder der Gesamtintensitét) vollsténdig
beschrieben wird, sollte hierfiir ein einziger Frequenzbereich ausreichen.

Ein noch einfacherer Ansatz wire die sogenannte Gleichgewichts-Diffusionsndherung
(Pomraning 1973, Kapitel II1.7), bei der zusitzlich angenommen wird, dak Strahlung und
Materie lokal im thermodynamischen Gleichgewicht stehen. Im Gleichgewicht mit der
Temperatur 7' gilt dann

I(v) =47 B(v,T) (1.41)
mit der Planck-Funktion
2hv3 1
B(w,T) =~ —

)
c? err —1

(1.42)

Die Gesamtintensitat
Itot = /dl/ I(l/) (143)
0

ist dann
Ly = 40T* (1.44)

mit der Stefan-Boltzmann-Konstanten o. Dieser Ansatz, den Lucy (1977) gewihlt hat,
soll hier jedoch nicht weiter verfolgt werden.

Damit sich in der Transportgleichung (1.39) im thermodynamischen Gleichgewicht
zwischen Strahlung und Materie die Terme fiir Absorption und Emission aufheben, muf
die Emissivitéat S(v) gleich der Planck-Funktion B(v,T') sein.

Bei Wechselwirkungen, die nur schwach von der Frequenzverteilung der Photonen ab-
hiéngen, ist es gerechtfertigt, gemittelte Koeffizienten & einzufiihren. Die genaue Art der
Mittelung ist nicht festgelegt, sollte jedoch im Grenzfall eines thermischen Strahlungsfel-
des das exakte Ergebnis liefern. Das Rosseland-Mittel (Pomraning 1973, Kapitel I11.8)

1 o(v) or
— = (1.45)
o f dv 0B(v,T)

oT

T dy L 0BT
/

hat diese Eigenschaft. B(v, T) ist dabei wieder die Planck-Funktion.

Damit sind die Wechselwirkungskoeffizienten ¢/ und o, frequenzunabhingig. Die
Transportgleichung (1.39) kann iiber alle Frequenzen integriert werden, um so von der
spezifischen zur Gesamtintensitit {iberzugehen. Dies entspricht, wenn man so will, einer
Mehrgruppenmethode mit nur einer Gruppe.
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1.2.6 Ergebnis

Die physikalisch interessanten Groéfen in der Strahlungs-Hydrodynamik sind die Ener-
giedichte J, der Fluk F und der Drucktensor P. Diese sind in der Diffusionsndherung
durch

1 o0
J = E/dl/ [0 [tot (146)
F = /duIl )=-DVJ (1.47)
0
17 1
P — —/du b(v) = T (1.48)
C

0

gegeben. Die endgiiltige Form der iiber alle Frequenzen integrierten Transportgleichung
in der Diffusionsnéherung, in diesen Grofen formuliert, lautet dann

%J+VF = col (aT* = J) (1.49)
Cc
it F = — \Y 1.50
o ol +0s P ( )
1
und p = §J , (1.51)

wobei a = 40 /c. Sie gilt im Laborsystem bei ruhender Materie.

Eine Testgrofe fiir die Giiltigkeit dieser Nédherung ist die Anisotropie. Wenn nicht
|F| < ¢J, dann sind die Voraussetzungen fiir die Diffusionsniherung nicht gegeben. Die
Diffusionsniherung gilt also vorwiegend im Inneren von Objekten und bricht in der Nihe
der Oberfliche zusammen.

1.2.7 Photonen als ideales Gas

Die Relation zwischen Druck und Energiedichte fiir Strahlung lautet p, = J/3. Diese hat
die gleiche Form wie die Zustandsgleichung eines idealen Gases p,, = (7 — 1) ¢ fiir einen
isentropischen Exponenten v = 4/3. Dieser Wert von 4/3 ergibt sich auch quantenmecha-
nisch fiir ein ideales Gas in der ultrarelativistischen Niherung v ~ ¢. Deshalb spricht man
von einem idealen (ultrarelativistischen) Photonengas.

Wiéhrend die Zustandsgleichung des Photonengases dhnlich der von Materie ist, sind
die Bewegungsgleichungen von Materie und Photonengas in dieser Naherung sehr verschie-
den. Die Bewegungsgleichung fiir Materie ist eine Differentialgleichung zweiter Ordnung
in der Zeit. Der Druckgradient und die Dichte bestimmen die Beschleunigung der Mate-
rie. Die Bewegungsgleichung fiir das Photonengas ist hingegen eine Differentialgleichung
erster Ordnung in der Zeit, da der Gradient des Strahlungsdrucks direkt die Geschwindig-
keit der Strahlung bzw. die Stérke des Strahlungsflusses festlegt. Dementsprechend hat
die Bewegung der Materie eine Trigheit, die es fiir Photonen in dieser Naherung nicht
gibt.
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1.2.8 Wechselwirkungen zwischen Strahlung und Materie

Die Wechselwirkungen zwischen Strahlung und Materie konnen zu drei Grofen zusammen-
gefalst werden: der Emissivitit S(v, €2), die im Grenzfall des lokalen thermodynamischen
Gleichgewichts zwischen Strahlung und Materie in die Planck-Funktion B(v, T') iibergeht,
und den Streu- und Absorptionskoeffizienten os(v' — v, Q' — Q) und o,(v, Q).

Diese Koeffizienten o; und o, haben die Dimension [1/Lénge] und sind das Reziproke
der mittleren freien Wegldnge (der lokalen Streu- bzw. Absorptionsldnge). Statt der Ko-
effizienten o wird auch der Massenkoeffizient k, definiert durch o = ko, verwendet. Dieser
hat die Dimension [Fliche/Masse].

Die optische Tiefe T eines Ortes gibt an, wieviele freie Wegldngen bis zur Oberfliche
zuriickzulegen sind. Wenn die Oberfliche bei x = 0 liegt, gilt

() = / o) dr’ | (1.52)

Einige der in der Astrophysik wichtigen Wechselwirkungsvorginge werden im folgen-
den kurz vorgestellt.

Thomson-Streuung

Thomson-Streuung ist die elastische Streuung eines Photons an einem freien Elektron.
Diese Streuung kann als elastisch betrachtet werden, wenn die Energie des Photons viel
kleiner als die Ruheenergie des Elektrons ist. Der Massenstreukoeffizient ist im hier be-
trachteten Temperatur- und Frequenzbereich sowohl unabhéngig von der Frequenz des
Photons als auch von der Temperatur und Dichte der Materie und betrigt (Pomraning
1973, Kapitel VIL5, p. 182; Rybiki und Lightman 1979, Kapitel 3.4)

kr ~ 0.40cm?g ! = 0.040m?* kg™ . (1.53)

Bremsstrahlung

Ein beschleunigtes Elektron kann im elektrischen Feld eines Protons ein Photon emittieren
(Bremsstrahlung) oder absorbieren (inverse Bremsstrahlung). Der Massenabsorptionsko-
effizient ist im hier betrachteten Temperatur- und Frequenzbereich sowohl abhéngig von
der Frequenz des Photons als auch der Dichte und Temperatur der Materie. Mit den
oben eingefithrten Naherungen ist sein Rosseland-Mittel (Pomraning 1973, Kapitel VII.4,
p. 174; Rybiki und Lightman 1979, Kapitel 5)

R~ Qp-oT % . (1.54)

Der Faktor Qg hingt nur schwach von der Temperatur und Dichte der Materie ab und
betriigt (bei T = 10000 K und ¢ = 10~%kg/m?) rund 8.815 - 10" m® K7/2 /kg?.
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Compton-Streuung

Compton-Streuung ist die inelastische Streuung eines Photons an einem freien Elektron
(Pomraning 1973, Kapitel VIIT; Rybiki und Lightman 1979, Kapitel 7). Sie spielt beson-
ders bei hohen Temperaturen eine Rolle, da es dann mehr Photonen mit hohen Energien
gibt. Fiir Photonen mit niedriger Energie geht die Compton-Streuung in die Thomson-
Streuung (s. o.) iiber. Compton-Streuung wird hier nicht betrachtet.

Streuung an Atomen und Atomriimpfen

Die oben genannten Wechselwirkungsarten werden als frei-frei-Wechselwirkungen bezeich-
net, da die beteiligten Elektronen sowohl vor als auch nach der Wechselwirkung nicht ge-
bunden sind. Bei gebunden-frei- oder gebunden-gebunden-Wechselwirkungen hingen die
Koeffizienten stark von der Frequenz des Photons ab (Absorptionskanten!) (Pomraning
1973, Kapitel VII; Rybiki und Lightman 1979, Kapitel 10). Frequenzmittelungen sind
deshalb relativ ungenau. Bei hohen Temperaturen wird Materie zu Plasma, in dem Streu-
ung an freien Elektronen dominiert. Streuung an Atomen und Atomriimpfen wird deshalb
nicht ndher betrachtet.

1.2.9 Oberflaichen, Abstrahlung, optisch diinne Gebiete

Die Diffusionsnédherung der Transportgleichung gilt wegen der Annahmen, die zu ihrer
Herleitung verwendet werden, eigentlich nur im Inneren von optisch dicken Objekten.
Nun haben alle astrophysikalischen Objekte® eine Oberfliche, durch die sie Strahlung
abgeben. Diese Randeffekte miissen in der Energiebilanz beriicksichtigt werden. Zudem
ist die abgegebene Strahlung auch die einzige Beobachtungsgrofe. Die Oberfliche muf
deshalb Bestandteil jeder sinnvollen Beschreibung sein.

Im Inneren

Auch im Inneren eines Objektes kann die Materie aus verschiedenen Griinden stellenweise
optisch diinn werden. In diesen Gebieten wird der Strahlungsflufs, der ja im Rahmen der
Diffusionsndherung ermittelt wird, dann unphysikalisch grof. (Der Fluf ist nach (1.50)
ungefiahr proportional zur mittleren freien Weglénge.) Dies kann durch eine kiinstliche
Flukbegrenzung verhindert werden.

Eine mogliche Begrenzungsvorschrift ist © — x* = 1/(1 4+ 1/x) (siehe Abb. 1.1). Es
gilt lim, ,o2* = 2 und lim,_,, z* = 1, d. h. sie begrenzt x* auf Werte kleiner als 1. Um
sie auf den Flufs anzuwenden, mufs dieser zuvor normiert werden.

Der maximale sinnvolle FluR in der Diffusionsniiherung” betriigt |F .| = ¢J/2; das ist
der Fluk, der an einer freien Oberfliche herrscht: Wenn die Energiedichte nahe der Ober-
fliche J betrigt und die Strahlung dort isotrop ist, wird gerade die Hilfte der Strahlung
die Oberfliche passieren.

6Dies gilt natiirlich nur fiir die astrophysikalischen Objekte, die auch beobachtet werden kdnnen.
"Der maximale physikalisch sinnvolle Fluf betréigt allerdings |Fq.| = ¢J.



1.3. STRAHLUNGS-HYDRODYNAMIK 17

1 T T T T T
'

y = 1/(1+1/x) ——
y=x ----

1 1
6 8 10

Abbildung 1.1: Die Funktion 1/(1+ 1/x)

Die Richtung des begrenzten Flusses soll gleich der urspriinglichen Richtung sein.
Wenn der Term |F|/(cJ/2) in die Begrenzungsvorschrift eingesetzt wird, ergibt dies

L (1.55)
cJj2 142 '
F|
oder, mit der Richtung von F versehen,
. 1
L+ cJ/2

Diese Begrenzung beschrinkt auferdem andere Grofen (etwa die Anisotropie a =
|F|/cJ) auf physikalisch sinnvolle Werte.

Oberflachen

Leider ist die Oberfliche eines Objektes nur in seltenen Féllen optisch dick. Gewdhn-
lich nimmt die Dichte (die materielle Dichte, und damit auch die optische Dichte) nach
aufen hin ab. Der Rand eines Objektes ist etwa der Bereich, in dem 7 < 1 gilt. Dort
brechen die hier verwendeten Niherungen zusammen.® Um dennoch zu einer physikalisch
korrekten Beschreibung der Abstrahlung zu gelangen, mufs der wahre Strahlungsflufs als
Randbedingung vorgegeben werden.

1.3 Strahlungs-Hydrodynamik

In der Transportgleichung (1.49) wird die Materie noch nicht beriicksichtigt. Strahlung
und Materie beeinflussen sich aber gegenseitig.

Da die Strahlung in der hier verwendeten klassischen Nidherung keine Masse hat, gilt
die Kontinuitétsgleichung (1.6) unverindert mit

D

8Die Oberfliche eines Objektes kann numerisch optisch dick werden, wenn der Rand nicht aufgeldst
wird. In diesem Fall wird die Abstrahlung natiirlich auch nicht korrekt wiedergegeben.
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wobei der Massenquellterm ¢, = 0 gesetzt wurde.

Da die Strahlung keine Masse hat, enthélt sie auch keinen Impuls. Allerdings mufs der
Strahlungsdruck J/3 in der Bewegungsgleichung beriicksichtigt werden. Eine entsprechen-
de Herleitung wie fiir Gleichung (1.8) ergibt

D 1 1
— -V -J | =0 1.58
iVt <p +3 ) , (1.58)
wobei der Impulsquellterm q, = 0 gesetzt wurde.

Analog zu Gleichung (1.11) kann aus dem ersten Hauptsatz unter Beriicksichtigung
der Strahlung eine Gleichung fiir die gesamte innere Energie (¢ 4+ J) bestimmt werden:

2(5+J)+<s+p+éJ>v-v+v-F:0 (1.59)
Dt 3

mit dem Gesamtdruck p + J/3. Dabei mufs der Strahlungsflu als Energiequellterm ¢, =
—V - F beriicksichtigt werden. Man beachte, daf der Strahlungsfluf dabei relativ zur
bewegten Materie und nicht im Laborsystem definiert ist.

Die Gleichung fiir die Strahlungsenergie (1.49) gilt nur fiir ruhende Materie, d. h.
nur in dem Bezugssystem, in dem die Materie lokal in Ruhe ist. Die Transformation
auf ein System, in dem die Materie sich bewegt, muf relativistisch korrekt durchgefiihrt
werden (Riffert 1986). In der nichtrelativistischen Néherung v < ¢ verschwinden nicht
alle relativistischen Effekte dieser Transformation; es ergibt sich

D 4 _, 4

—J+-JV-v+V -F=cq,(aT"—-J) . (1.60)

Dt 3
Diese Gleichung ist plausibel, da sie bis auf den Absorptionsterm auf der rechten Seite die
selbe Struktur wie Gleichung der Gesamtenergie (1.59) hat. Insbesondere hat der Term
V - v als Vorfaktor die Enthalpiedichte 4.7/3 der Strahlung.

Durch Kombination der Gleichungen (1.59) und (1.60) ergibt sich die Zeitentwicklung
der inneren Energie der Materie:

D

Ht6+(8+p)v-v:—c6;(aT4—J) : (1.61)
Damit ist sie der Gleichung fiir die innere Energie ohne Strahlung (1.11) sehr &dhnlich; es
wird nur zusétzlich die Absorption von Strahlungsenergie im Energiequellterm g, beriick-
sichtigt.

1.4 Zeitskalen in der Strahlungs-Hydrodynamik

Je mehr Einzelheiten eines Systems betrachtet werden, desto genauer das Ergebnis, so
hofft man. Je mehr Einzelheiten betrachtet werden, desto mehr verschiedene Effekte miis-
sen auch beriicksichtigt werden. Diese Effekte spielen sich nicht unbedingt alle auf der
gleichen Zeitskala ab.

Es gibt fiir gewOhnlich eine Skala, auf der sich die eigentlich interessante Grofe dndert.
Effekte, die weitaus langsamer ablaufen, werden gerne vernachléssigt: Sie wirken sich in
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dieser kurzen Zeit nicht aus. Effekte, die weitaus schneller ablaufen, werden gerne gemit-
telt, unter der Annahme, daf deren Details nur kumulativ beitragen. In diesem einfachen
Schema ergeben sich genau dann Probleme, wenn sich gewisse Effekte nicht nur auf ei-
ner Zeitskala, sondern — etwa rédumlich verschieden — auf einem ganzen Skalenbereich
abspielen.

In der Strahlungs-Hydrodynamik werden meistens mindestens Gravitation, Druck,
Viskositét, Absorption (oder Emission) und Energietransport durch Strahlung betrachtet.

Gravitation. Im Schwerefeld eines massiven Zentralkérpers haben Teilchen auf benach-
barten Bahnen unterschiedliche Geschwindigkeiten. Durch diese ist die Zeitskala
At = r/vg mit dem Bahnradius r und der Keplergeschwindigkeit vg = /GM/r
gegeben.

Druck. Eine typische Geschwindigkeit in Medien mit Druck ist die Schallgeschwindigkeit
cs. Zusammen mit der Ortsauflosung Az ist die Zeitskala At = Ax/cg gegeben.

Absorption. Die mittlere freie Weglinge ist A = 1/0. Zwischen zwei Stofen bewegen
sich die Photonen mit Lichtgeschwindigkeit. Eine typische Zeitskala fiir Absorption
ist die mittlere Zeit zwischen zwei Stofen mit At =1/co.

Die Absorptions-Zeitskala ist ein Mafk fiir die Zeit, die ben6tigt wird, um Strahlung
zu thermalisieren, d. h. Strahlung und Materie in ein thermodynamisches Gleichgewicht
zu bringen. Wenn sie sehr klein ist, kann vereinfachend davon ausgegangen werden, daf
Strahlung und Materie stets im Gleichgewicht sind. Wenn sie sehr grof$ ist, ist auch die
mittlere freie Weglidnge sehr groft; dann verlaft die Strahlung das betrachtete Gebiet, ohne
mit der Materie zu wechselwirken.

Je nach der Grofenordnung der Parameter konnen diese Zeitskalen im betrachteten
Gebiet variieren. Fatal ist beispielsweise oft, daf die Zeitskala der Gravitation mit dem
Abstand vom Zentralkorper sinkt. Es ist sehr problematisch, gleichzeitig grofse und kleine
Entfernungen vom Zentralkorper zu betrachten, da die Teilchen auf inneren Bahnen sich
viel schneller als solche auf den &ufieren Bahnen bewegen. In einem solchen System kann
die Gravitation dann weder vernachléssigt noch kann iiber sie gemittelt werden.
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Kapitel 2

Der SPH-Formalismus

2.1 Grundlagen von SPH

Die Abkiirzung SPH steht fiir “Smoothed Particle Hydrodynamics”, also ,,Hydrodynamik
mit ausgeschmierten Teilchen“. Der SPH-Formalismus ist eine Diskretisierungsmethode,
mit der partielle Differentialgleichung (die etwa in der Hydrodynamik auftreten) nume-
risch ndherungsweise gelost werden konnen.

Dieses Kapitel gibt eine Einfiihrung in die Methodik von SPH. Es legt weniger Wert
auf Verbesserungen und Weiterentwicklungen von SPH als auf die zugrundeliegenden
Prinzipien, die spéter auf die Darstellung von Strahlungsfeldern ausgeweitet werden. Eine
dquivalente, aber leicht verschiedene Einfiihrung wird in Monaghan (1992), Ott (1995)
oder Speith (1998) dargestellt.

SPH wird typischerweise auf Anfangswertprobleme angewendet. Dabei ist von einer
Funktion ein Anfangswert zu einem gewissen Zeitpunkt (die Anfangskonfiguration) sowie
eine Zeitentwicklungsgleichung in Form einer Differentialgleichung bekannt. Durch nume-
rische Methoden soll eine Naherung der Funktionswertes zu einem spéteren Zeitpunkt
bestimmt, d. h. die Differentialgleichung integriert werden.

2.1.1 Die SPH-Approximation

Im SPH-Formalismus wird eine Funktion f*(x) durch eine Approximation iiber endlich
viele Stiitzstellen angendhert. Die approximierende Funktion f(x) ist dabei keine Interpo-
lierende, d. h. sie muf nicht durch die Stiitzstellen selbst gehen.! Im Gegensatz zu Gitter-
oder Netzmethoden konnen diese Stiitzstellen fast beliebig angeordnet sein (Abbildung
2.1) und ihre Position im Laufe der Zeit verdndern, ohne daf dabei eine innere Ordnung
aufrecht erhalten werden muf.?

'Es gibt zur Zeit Versuche, SPH-ihnliche Verfahren zu entwickeln, die zwischen den Stiitzstellen echt
interpolieren, z. B. die Shepard-Interpolation mit singuldren Kernen (Lancaster und Salkauskas 1981). Es
ist zur Zeit nicht bekannt, ob dies fiir astrophysikalische Probleme zu signifikant besseren Ergebnissen
fiihrt.

?Natiirlich muf beachtet werden, daff die Ortsauflssung von der Wahl der Stiitzstellenpositionen ab-
héngt.

21
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Abbildung 2.1: Eine mogliche Wahl der Abbildung 2.2: Ein haufig verwendeter

Stiitzstellen in zwei Dimensionen. Wie bei Kern ist ein kubischer Spline. Hier wird
einer Monte-Carlo-Integration wurden die ein typischer radialer Verlauf gezeigt. Der
Positionen hier zufillig gewahlt. Kern bestimmt den Dichteverlauf um eine

ausgeschmierte Stiitzstelle.

Die SPH-Approximation ergibt sich, indem die Stiitzwerte um die Stiitzstellen aus-
geschmiert werden. Die ausgeschmierte Form einer Stiitzstelle wird durch einen Kern W
beschrieben (Abbildung 2.2). Der Kern ist gewohnlich so beschaffen, daf die Ausschmie-
rung an der Stiitzstelle selbst am dichtesten ist, und daf die Dichte mit grofer werdendem
Abstand auf null abféllt. Er muf die Normierung

/dV Wir) =1 (2.1)

erfiillen.

Der Radius (oder eine andere typische Abmessung) des Kerns wird als Ausschmierlange
h bezeichnet. Sie ist ein Mak fiir die erreichbare Ortsauflésung. In diesem Text wird
angenommen, daf h konstant und fiir alle Stiitzstellen gleich ist.® Die ausgeschmierten
Raumbereiche um die Stiitzstellen iiberlappen sich.* Dadurch wird jeder Stiitzstelle i ein
effektives Volumen V; zugeordnet, das kleiner ist als das Volumen des Kerns.

Die SPH-Approximation f(x) einer Funktion f*(x) ist definiert durch

FE) =DV W -x) 2.

Dabei ist f; der Stiitzwert der Stiitzstelle j an der Position x; und V; das zugeordnete
Volumen. Der Kern W (x — x;) gibt das Gewicht der Stiitzstelle j am Ort x an. Um
den numerischen Aufwand in vertretbaren Grenzen zu halten, wéhlt man den Kern gerne
kugelsymmetrisch als ein Spline iiber |r| mit einem kompakten Triger (Abbildung 2.2).
Die Ausschmierldnge h gibt dann typischerweise den Radius des Trigers an.

3Die Ausfiihrungen dieses Textes sind im Wesentlichen unabhiingig von der Ausschmierliinge h. Die
im folgenden vorgestellten Ideen kénnen kanonisch auf ein raumlich oder zeitlich verénderliches h verall-
gemeinert werden.

4Je nach Zahl der Raumdimensionen sollten sich an jedem Ort etwa 10 bis 100 Kerne iiberlappen.
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Da die Stiitzstellen beweglich sind, konnen die Volumina V; im allgemeinen nicht als
konstant angenommen werden. Aus geometrischen Uberlegungen ergibt sich, daf die Re-
lation

% =W —x,) (2.3)

erfiillt sein muf, da sonst in einem Raumgebiet zu viel oder zu wenig Volumen vorhanden
ist. Diese Relation ergibt sich auch analytisch, indem die Groke 1/V mittels Gleichung
(2.2) approximiert wird und dann fiir die Stiitzstelle i (d. h. an der Stelle x;) ausgewertet
wird.

Die Relation (2.3) mufs nicht exakt erfiillt werden. Es ist insbesondere moglich, die den
Stiitzstellen zugeordneten Volumen nicht aus der Verteilung der Stiitzstellen zu berechnen,
sondern eine Anfangskonfiguration vorzugeben und die Volumen mit einer Zeitentwick-
lungsgleichung dV;/dt entsprechend Gleichung (1.3) fortzuschreiben. Die Anfangskonfi-
guration kann dabei (innerhalb gewisser Grenzen) von der Beziehung (2.3) abweichen.
Dieser zusitzliche Freiheitsgrad kann besonders am Rand des Simulationsgebietes oder
bei rdumlich variierender Stiitzstellendichte vorteilhaft ausgeniitzt werden.

Im SPH-Formalismus ist es iiblich, die Stiitzstellengeschwindigkeit gleich der Ge-
schwindigkeit der Materie zu wéhlen, also

d

% X, =Vv; . (24)

Dies fiihrt zu einem Lagrangeschen Verfahren, d. h. eine Stiitzstelle beschreibt immer das
gleiche Element der Materie. Dadurch wird verhindert, daf eine grofse numerische Diffu-
sion eintritt. (Natiirlich werden die Stiitzstellen unterhalb der Auflésungsgrenze dennoch
Materie austauschen.) Die einer Stiitzstelle zugeordnete Masse ist dann konstant.

2.1.2 Diskussion der Qualitat der Naherungen

Wie bei fast allen Diskretisierungen kénnen grofe Gradienten in der Funktion f* durch
die Approximierende f nicht dargestellt werden. Ein Mak fiir den maximal darstellbaren
Gradienten ist durch die Ausschmierlénge h gegeben; es ist (Vf)nae S f*/h (Abbildung
2.3).

Durch die Darstellung mit Kernen wird die Approximierende leicht wellenformig (Ab-
bildung 2.4). Die Wellenlénge ist abhéngig von der Zahl der sich iiberlappenden Kerne.
Sie ist jedoch kleiner als h und liegt somit unterhalb der erreichbaren Auflésung.’

Aus anschaulichen Griinden werden die Stiitzstellen auch als ,, Teilchen“ bezeichnet; das
Uberlappen von Kernen heift dann ,,Wechselwirkung“. Die Zahl der sich iiberlappenden
Kerne am Ort einer Stiitzstelle ist gleich der Anzahl der Wechselwirkungspartner eines
Teilchens (minus eins); deshalb wird sie auch als Wechselwirkungszahl bezeichnet. Da mit
wachsender Wechselwirkungszahl die Wellenldnge der Ndherung abnimmt, ist diese ein
weiteres Maf fiir die Giite der Approximation.

5Es gibt Versuche fiir Weiterentwicklungen von SPH, die konstante Funktionen exakt darstellen kon-
nen, z. B. durch eine Shepard-Approximation (Lancaster und Salkauskas 1981).



24 KAPITEL 2. DER SPH-FORMALISMUS

1.2 T -
f(r) f(r)
(1) 14 ¢ (1) ]
l L
08 | 12 ¢
0.6 + 1
04 + 08 I
0.2
0.6 +
0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
-10 -5 5 10 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

r’h

Abbildung 2.3: Die Stufenfunktion f* Abbildung 2.4: Die SPH-Naherung ist aus

kann durch die SPH-Naherung f nicht ex- Kernen zusammengesetzt. Selbst eine kon-
akt dargestellt werden. Alle Gradienten stante Funktion kann nicht exakt dar-
werden iiber die Lange h ausgeschmiert. gestellt werden. Die typische Wellenlan-

ge liegt jedoch unterhalb der Auflésungs-
grenze des Verfahrens, die durch die Aus-
schmierldange h gegeben ist.

Es bleibt die Frage, inwieweit die Approximierende f eine Ndherung der Funktion
f* darstellt. Gewohnlich wird argumentiert, daft ein Grenziibergang N — oco,h — 0
bei festgehaltener Wechselwirkungszahl zum Kontinuumsbild fiihrt. Dabei geht die in der
SPH-Approximation auftretende Summe in ein Integral und der in der Approximation
auftretende Kern W (x — x;) in eine Delta-Distribution iiber. Weiter hofft man, dafs sel-
bige im Sinne einer nicht ndher bezeichneten geeigneten Integralnorm eine Basis fiir den
Raum aller physikalischer Funktionen darstellen. Leider sind ausreichende mathematische
Untersuchungen heute nicht bekannt.

Durch die Welligkeit der Approximierenden fiir endliches N ist die Klasse der exakt
darstellbaren Funktionen sehr beschrinkt, und zudem beschrinkt auf recht komplizierte
Funktionen. Von Vorteil ist jedoch, daf die SPH-Summation linear ist; Stetigkeit und
Differenzierbarkeit der Approximierenden werden nur durch den Kern bestimmt.

2.1.3 Ableitungen
Die Ortsableitung der Approximierenden f lautet

Vi =D Vifivw , (2:5)
X ] X—Xj
was im folgenden auch einfacher
VX)) =DV f; VW (x —x;) (2.6)

J

geschrieben wird.

Als Beispiel wird hier die Kontinuitdtsgleichung der Hydrodynamik in den SPH-
Formalismus iibertragen. Da die Stiitzstellen mit der Geschwindigkeit der Materie bewegt
werden, bietet sich das Lagrange-Bild besonders an.
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Wenn die Gleichung

d

—o=—0oV-v 2.7
0= 0 (2.7)
fiir die Stiitzstelle 7 ausgewertet und fiir v die Approximation am Ort x; eingesetzt wird,®
ergibt dies

d

Diese Gleichung ist leider nicht brauchbar. Die Kombination von Geschwindigkeits- und
Stiitzstellendichtefluktuationen fiithrt dazu, daf die Gesamtmasse nicht erhalten ist.
Statt Gleichung (2.7) kann auch die mathematisch dquivalente Formulierung

d
%g:—g(v-v—v-VI) (2.9)

verwendet werden. Dies fiihrt zu
d
a 0i = —0; XJ: V; (Vj — Vi) : VVV(XZ — Xj) . (210)

Die konstante Funktion 1 wird hier durch die SPH-Approximation >, V; W (x—x;) darge-
stellt. Diese Naherung ist wegen der Eigenschaften der Volumina V; und der Normierung
des Kerns I plausibel; sie ist jedoch nicht exakt. Im allgemeinen ist >, V; W (x—x;) # 1.

Im Gegensatz zu einer direkten Ubersetzung der Kontinuititsgleichung erhilt die For-
mulierung (2.10) die Gesamtmasse. Auferdem ist diese Formulierung Galilei-invariant
und damit eleganter. Aus solchen und dhnlichen Umformungen von Ableitungen lassen
sich wichtige Freiheitsgrade im SPH-Formalismus gewinnen, die dazu verwendet werden
konnen, das Verfahren zu stabilisieren.

2.1.4 Die Volumengleichung

Fiir das einer Stiitzstelle zugeordnete Volumen kann ebenfalls eine Zeitentwicklungsglei-
chung aufgestellt werden. Um die Formulierung konsistent zu halten, soll dazu wieder das
Lagrange-Bild verwendet werden. Gleichung (1.3)

d

Syv=|[v.vav 2.11

dt /V v (2.11)
14

beschreibt die Zeitentwicklung eines Volumenelements, das sich mit der Materie mit-
bewegt. Unter der Annahme, dafs dieses Volumenelement durch eine einzige Stiitzstelle
repriasentiert wird, ist der Integrand rdumlich konstant. Dies fiihrt zu

d
—V = . 2.12
7 V=VV-.v , ( )

6Das genaue Vorgehen ist hier hauptsiichlich aus der Anschauung motiviert.
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was analog zur Kontinuititsgleichung als

d
%V:V(V-V—V-VI) (2.13)
geschrieben werden kann. Die SPH-Formulierung der Volumengleichung hat dann die

Galilei-invariante Gestalt

d
% V; = V; ; V; (Vj — Vi) . VI/V(XZ — Xj) . (214)

Man beachte die Ahnlichkeit zur SPH-Formulierung der Kontinuititsgleichung. Da
sowohl die Gesamtmasse als auch die Anzahl der Stiitzstellen konstant ist, gelten fiir die
Dichte ¢ und die Stiitzstellendichte 1/V dquivalente Entwicklungsgleichungen.

2.2 Einfache Hydrodynamik im SPH-Formalismus

Statt der Kontinuums-Grofen p, v und p kénnen auch Kombinationen oder Funktionen
derselben zur Darstellung des Zustandes des Systems verwendet werden. Ublich ist be-
sonders, vom Druck p auf die Dichte der inneren Energie ¢ iiberzugehen.

Die Grofen, die zur Darstellung des Systems verwendet werden, konnen als Basisgro-
fsen bezeichnet werden. Alle anderen Grofen des Systems konnen als Funktionen dieser
Basisgrofsen ausgedriickt werden. Die Wahl der Basisgrofen ist ein weiterer Freiheits-
grad im SPH-Formalismus. Die Zeitentwicklungsgleichungen werden in den Basisgrofen
formuliert. Die Approximierenden der abgeleiteten Grofen ergeben sich aus den Appro-
ximierenden der Basisgroften. Basisgrofien werden also typischerweise exakter dargestellt
als abgeleitete Grofen.

Eine mogliche Wahl fiir die Basisgrofen lautet (o,v,¢). Es ist (s. 0.) sinnvoll, deren
Zeitentwicklungsgleichungen im Lagrange-Bild etwa folgendermafsen umzuformulieren:

d

—o = —o(V-v=v-VI) (2.15)
d 1

GV = (V) (2.16)
%6 = —(e+p)(V-v—v-VIi) (2.17)

Dies fiithrt im SPH-Bild zu den SPH-Zeitentwicklungsgleichungen
d

J

d 1

Vi = —EZVj(pj + i) VIV (x; — x;) (2.19)
J

d

% g = —(Si + pi) Z V} (Vj — Vi) . VVV(XZ — Xj) (220)
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Die etwas willkiirlich erscheinenden Terme (v; — v;) und (p; + p;) dienen der Galilei-
Invarianz beziehungsweise der Stabilitét. Der physikalisch ebenso legale Term (p; — p;)
ist instabil und damit numerisch nicht sinnvoll. (Eine Faustregel lautet, daf Driicke zu
addieren und Spannungen zu subtrahieren sind.)
Es ist vorteilhaft, statt dieser Grofen den Satz (m;, v, €;) zu verwenden. Diese Grofen

bedeuten

m; = 0;V; zugeordnete Masse

v; Geschwindigkeit des Kontinuums

e; = €;/0; spezifische innere Energie

Fiir die Zeitableitungen dieser Grofen gelten schlieflich die SPH-Gleichungen

d
Lo = 2.21
7 m 0 (2.21)
d

Vi = ——ZV (p; + pi) VIV (x; — x;) (2.22)
d P

e = Zv ) - VIV (x; — ;) (2.23)

Aufserdem gilt fiir die Diskretiswrungsgrof&en, die keine direkte physikalische Interpreta-
tion haben:

d
d
Vi = VZV ) - VWV (x; — x;) (2.25)

Zusatzlich werden noch je eine Zustandsglelchung fiir p; und T; bendtigt.

Dieser Satz von Grofen hat unter anderem den Vorteil, daf die Zeitentwicklung der
Masse besonders einfach ist. Wegen dx;/dt = v; bewegen sich die Stiitzstellen mit der
Geschwindigkeit der Materie. Dadurch wird das Verfahren Lagrangesch mit dm;/dt = 0.

2.2.1 Erhaltungsgrofsen
Masse

Die Gleichung dm;/dt = 0 (2.21) 14kt schon vermuten, daf die Gesamtmasse erhalten ist.
Integration der Dichte {iber den gesamten Raum V' liefert

M = /dV’ /dV’ZmZ (x' —x;)
— Zmz/dV' (x' — x;) X:mZ (2.26)

wegen der Normierung des Kerns und damit
d
= > mi=0 (2.27)

Somit ist die Gesamtmasse erhalten.



28 KAPITEL 2. DER SPH-FORMALISMUS

Impuls

Die Bewegungsgleichung (2.22) entspricht einem Kraftgesetz, das aus Paar-Wechselwir-
kungen besteht und das antisymmetrisch beziiglich der Vertauschung von 7 und j ist. Dies
14Kt schon vermuten, daf actio = reactio gilt und damit der Gesamtimpuls erhalten ist.
Eine genauere Rechnung zeigt

p = /dV’ o(x')v(x') = /dV’ ZV} oviW(x' —x;) (2.28)

1% \%4

da v; so definiert ist, dafs g;v; die Impulsdichte der Stiitzstelle i bezeichnet. Also gilt
p = ZVE Qin’/dV’ W' —x;) = Z Vioiv, = Zmivi (2.29)
i 2 i i

wegen der Normierung des Kerns und damit

d d
1
- _Zmz‘gZVj(pﬁpi)VW(xi—xj)
i oy

= =) ViVi(pj+p) VW (x; —x;) =0 (2.30)

1]

wegen der Antisymmetrie des Summanden beziiglich der Vertauschung von 7 und j. Somit
ist der Gesamtimpuls erhalten. Dies ist auch die eigentliche Begriindung dafiir, daf die
Driicke zu (p; + p;) symmetrisiert werden.

Energie

Die Gesamtenergie setzt sich aus kinetischer und innerer Energie zusammen. Es gilt
! 1 ! "2 ! /
E = [dV" | 5o(x) v(x)" + o(x) e(x)
v
1
= /dV’ Z Vi <§QZ~V? + Qi€i> W(x" —x;)
v 13
1 2
— Z Vi + mies (2.31)

i
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wegen der Normierung des Kerns und damit

d d 1
—F = — —mv2 .
7 7 : <2mzvZ + mzel>

1
= =X (g E V) T - x;)
i L
+ mZ% ZV} (Vj — Vi) - VVV(XZ — Xj))
v

= = ViV (vi(pj + i) +pi (vj = Vi) - VIV (x; — x;)
i,j
= = DOV v v - VIV (% - ) = 0 (2:32)
i,j
wegen der Antisymmetrie des Summanden beziiglich der Vertauschung von 7 und j. Somit
ist die Gesamtenergie erhalten.

2.2.2 Kiinstliche Viskositat

Die Eulergleichung enthilt als Losungen auch Stoffronten, also Losungen mit einer Un-
stetigkeit, in der Entropie erzeugt wird. Da die Losungen von numerischen Verfahren im
allgemeinen keine Unstetigkeiten enthalten konnen, muf die Eulergleichung modifiziert
werden, so daft die Unstetigkeiten iiber einen kleinen Raumbereich ausgeschmiert und
damit eliminiert werden.

Ein oft gebrauchter Ansatz dafiir ist eine zusétzliche kinstliche Viskositdt. Das ist eine
zusitzliche Beschleunigung dv*/dt, die nur wirksam wird, wenn die Materie komprimiert
wird. Bei Expansion verschwindet diese Beschleunigung.

Von Monaghan (1992) stammt der phinomenologische Ansatz

d mj
— v =— —II;; VW (x; — x; 2.33
dt z]: %(Qz 4 Qj) J ( ]) ( )
Ax - Av
und ;5 Ax? + 2 (2.35)

Dabei ist Ax = x; — x; und Av = v; — v;. Die Konstante 3 hat Dimension und Gro-
fsenordnung 1; sie bestimmt die Stirke der Dampfung. Eine typische Wahl ist 5 = 1. Die
Konstante n < 1 sorgt dafiir, dalt der Nenner nicht null wird; eine typische Wahl ist
n = 0.01.

Die kiinstliche Viskositdt vernichtet kinetische Energie. Um die Energiebilanz auszu-
gleichen, mufs ein entsprechender Term zur inneren Energie addiert werden:

d 1 m;
—e;‘:— E — Il (v; — v;) - VIW(x; — x; . 2.36
dt 2 ; %(Qz’"‘@j) J( J) ( J) ( )
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2.2.3 Hohere Ableitungen

Zweite und hohere Ableitungen einer Funktion f* konnen prinzipiell berechnet werden,
indem die entsprechende Ableitung der Approximation f gebildet wird:

ASGe) =D Vi fi AW (xi = x;) - (2.37)

Es ist jedoch iiblich (Monaghan 1992), stattdessen eine Hilfsfunktion g* = V f* zu
approximieren

g(x) = Z Vi i VW (x; — x;) (2.38)

und diese in der Darstellung von Af zu verwenden:
Af(x) =) Vig, VIW(xi —x;) . (2.39)
J

Diese Vorgehensweise hat unter anderem den Vorteil, dafs der Kern weniger oft differen-
zierbar sein muf.

2.3 Strahlung im SPH-Formalismus

Viele Ansitze fiir die Darstellung der hydrodynamischen Gleichungen im SPH-Forma-
lismus, die dem oben vorgefiihrten sehr dhnlich sind, wurden mittlerweile gut getestet.
Es gibt bisher zwar keine zufriedenstellende Analyse der Fehler der Nédherungen, aber
Experimente weisen darauf hin, dafs SPH zuverlissig ist.

Da es keine mathematische SPH-Theorie gibt, wird die Herleitung der SPH-Gleichun-
gen fiir die Darstellung von Strahlung in der Diffusions-Néherung physikalisch-intuitiv
begriindet.

2.3.1 Darstellung des Strahlungsfeldes

Eine neue Stiitzgrofe J; stellt die Energiedichte des Strahlungsfeldes dar. In der Diffu-
sionsniherung (siehe Abschnitt 1.2.6) ergeben sich aus ihr der Strahlungsdruck und der
Strahlungsfluf.

Der Strahlungsdruck

Der Strahlungsdruck fiir die Stiitzstelle i ist nach Gleichung (1.51) gegeben durch .J;/3.

Der Strahlungsflufs
Sinnvoll fiir SPH umformuliert lautet die Gleichung des Strahlungsflusses (1.50)

%(VJ — JV1) (2.40)
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Daraus folgt die SPH-Gleichung

F,=——— YV

(5_111 T 5'5)2- (J - J) VI/V(XZ — Xj) . (241)

OJ|P—‘

Seltsamerweise mufs in dieser Gleichung der Strahlungsdruck antisymmetrisiert werden.
Die Faustregel, dafs Driicke zu addieren und Spannungen zu subtrahieren sind, gilt hier
nicht; Experimente zeigen, dak die Formulierung (.J; 4 .J;)/3 instabil ist.

2.3.2 Die Zeitentwicklungsgleichungen

Durch die Anwesenheit des Strahlungsfeldes dndern sich Gesamtdruck und Dichte der
gesamten inneren Energie. Der Gesamtdruck an der Stiitzstelle ¢ ist

1
(Prot)i = pi + gJi ) (2.42)
und die Dichte der gesamten inneren Energie ist dort
(etot)i =i +Ji . (2.43)

Die Zeitentwicklungsgleichungen aus Abschnitt 1.3 kénnen wie in Abschnitt 2.2 um-
formuliert werden zu

d

-0 = —0(V-v—v-V1) (2.44)
d 1 1 1
by = _Z - 7l v 2.4
tv =2 (v [p+34+{p+34v) (2.15)
d
pridi —(e+p) (V-v=v-V1) —col (aT* - J) (2.46)
d 4
= = —gj(v-v—v-w)—(V-F—F-v1)+cag(aT4—J) . (2.47)
Daraus folgen die SPH-Gleichungen
d
S0 = —@ZV ) - VIW(x; — x;) (2.48)
d
Vi = ——ZV (pj +pi + [J + J]) VIV (x; — x;) (2.49)
d
e = —(e+p) ZV ) - VIV (x; — x;)
—c( )(aT4 J;) (2.50)
d
A JZV ) - VW (x; — x;)
—ZV ) - VIV (x; — x;)

+ c( Vi (aTH — ;) . (2.51)
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Der Strahlungsdruck J/3 in der Bewegungsgleichung wird hier wie der Druck der
Materie zu (J; + J;)/3 symmetrisiert.

Der Strahlungsflu F ist einem Energiefluff Jv dhnlich. Dies macht den Term (F; —F;)
plausibel. Die Formulierung (F; + F;) hingegen ist, wie Experimente zeigen, nicht stabil.

Statt der Variablen Massendichte p; und Energiedichte ¢; konnen wie in Abschnitt 2.2
auch die Masse m; = p;V; und sperzifische innere Energie e; = ¢;/0; verwendet werden.
Der gesamte Satz der SPH-Zeitentwicklungsgleichungen fiir Materie mit Strahlung lautet
dann

X = Vi (2.52)
d
Ew::vzy' ) - VW (x; — x;) (2.53)
d
L 2.54
il 0 (2.54)
d 1 1
prACE— Z Vi (pj + i+ S5 + i) VIV (x: = x;) (2.55)
d
e = - }:V ) - VIV (x; — x;)
1

- EC( an)i (aTi — ;) (2.56)
d
= - JXW‘ ) VIV (x; — x;)

—§:V ) VIV (x; — x;)

+c(gdﬂ?—ﬁ). (2.57)

2.3.3 Erhaltungsgrofsen

Masse und Impuls sind in dieser Formulierung immer noch Erhaltungsgréfen. Der Beweis
geschieht analog zu Abschnitt 2.2.1.

Nicht-Erhaltung der Gesamtenergie

Die Gesamt-Energiedichte betrigt (ov?/2 + ge + J). Damit ist die Gesamt-Energie
1
B - / qv' <§g(x') v(x')? + o(x') e(x) + J(x')>
v

1

i
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und die Ableitung der Gesamtenergie nach der Zeit ist

d d 1,

i

= =Y ViVi(F; —F)  VIW(x; —x;) #0 . (2.59)

Die Gesamtenergie ist wegen des Flufsterms nicht erhalten. Der Beweis verlduft analog zu
Abschnitt 2.2.1; auch hier entsteht nach dem Einsetzen der Ableitungen eine Doppelsum-
me iiber Terme, die bis auf den Flukterm antisymmetrisch beziiglich der Vertauschung
von ¢ und j sind. Der Summand, der den Strahlungsflufs enthilt, ist symmetrisch und
verschwindet nicht. Das kann im Inneren eines Objekts dazu fiihren, dak die Energieer-
haltung verletzt wird. An der Oberfliche eines Objektes ist es hingegen sogar notwendig,
dak die Energie nicht erhalten ist, da der abgestrahlte Flufs dem System verlorengeht.

2.3.4 Flufibegrenzung
Die Flukbegrenzung (1.56) kann direkt ibernommen werden:

1
Fif=—— __F, . (2.60)
v 2|k T °
1 + cJ;

Sie wird auf den Fluf angewandt, nachdem er mittels (2.41) bestimmt wurde.

2.3.5 Oberflachen

Um den Strahlungsfluk an der Oberfliche als Randbedingung vorgeben zu kénnen (siehe
1.2.9), muf der Rand des Simulationsgebietes erkannt werden. Dies ist in SPH nicht
trivial, da die Stiitzstellen sich bewegen und der Rand sich dadurch dauernd veréndert.
Es konnen sogar nicht einfach zusammenhingende oder gar nicht zusammenhéngende
Gebiete entstehen.

Oberflachen kénnen andere Oberflichen beleuchten. Eine zuverlissige Erkennung und
Behandlung miifite die Beziehungen aller Oberfliichen zueinander beriicksichtigen” und
wire sehr aufwendig. Abstrahlen aus dem Simulationsgebiet heraus diirfen nur die Ober-
flachen, die aus dem Unendlichen sichtbar sind. Eine zuverlissige Erkennung und Behand-
lung wire ebenfalls sehr aufwendig.®

Wiinschenswert fiir SPH ist aus Geschwindigkeitsgriinden ein lokaler Algorithmus,
d. h. ein Algorithmus, der zur Bestimmung der Abstrahlung eines Ortes nur dort lo-
kal definierte Grofen verwendet. Ein solcher kann globale Eigenschaften wie gegenseitige
Beleuchtung leider nicht korrekt behandeln. Die hier verwendete Methode kann nur fiir
einfache, einfach zusammenhéingende, konvexe Simulationsgebiete funktionieren.

Fiir eine Oberflichenerkennung muf aus einer Menge von Stiitzstellen x; fiir jede
Stiitzstelle ¢ ein Vektor n; ermittelt werden, der angibt, ob dort eine Oberfliche liegt und

"Dies entspriche einem Radiosity-shnlichen Verfahren.
8Dies entspriche einem Raytracing-ahnlichen Verfahren.
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Abbildung 2.5: Stiitzstellenverteilung am Abbildung 2.6: Stiitzstellenverteilung an

geraden Rand einer konvexen Kante
| |

e o o ¢ ¢ *
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Abbildung 2.7: Stiitzstellenverteilung an Abbildung 2.8: Stiitzstellenverteilung, die
einer konkaven Kante einen Grenzfall enthélt

in welche Richtung die Oberfliche gegebenenfalls zeigt (Normalenvektor). Der Betrag von
n; gibt die Oberflachendichte an, d. h. welcher Anteil der Stiitzstelle dort wirklich an der
Oberflache liegt.

Ein erster Ansatz fiir eine Oberflichenerkennung ist

n; = —ah " (2.61)
n

mit der Stiitzstellendichte n, der Ausschmierlinge h, einer Kern-abhingigen Konstanten
o~ W(0) sowie der iiblichen SPH-Definition des Gradienten Va; = 3, V;a; VIV (x; —x;).

Der nach (2.61) definierte Normalenvektor n; ist fiir eine homogene, dichte, quader-
formige, gitterartige, kartesische Stiitzstellenverteilung 0 im Inneren und ungefihr gleich
dem Oberflichen-Normalenvektor fiir die dufleren Stiitzstellen. Fiir andere Stiitzstellen-
verteilungen (also fiir alle auker einigen Anfangskonfigurationen) wird n; zu grok. Jede
UnregelméRigkeit in der Stiitzstellendichte (und solche gibt es immer, da sich Stiitzstellen
ja bewegen) fiithrt dazu, dak der Zéhler in (2.61) ungleich 0 wird; so wird eine Oberfliche
falschlicherweise auch im Inneren detektiert.

Um dies zu beheben, muf der Oberflichenvektor n; noch einer Plausibilitdtskontrolle
unterworfen werden. Dazu soll zuerst definiert werden, welche (lokalen) Stiitzstellenver-
teilungen tiberhaupt eine Oberfliche darstellen (siehe Abbildungen 2.5 bis 2.8).

Eine einfache Methode besteht darin, die Winkel zwischen dem wie oben erhaltenen
Oberflachenvektor und den Verbindungslinien zu den benachbarten Stiitzstellen zu priifen.
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Abhéngig von diesen Winkeln kann der Oberflichenvektor verkiirzt werden (um Selbstbe-
leuchtung zu beriicksichtigen) oder auf null gesetzt werden (wenn der Winkel so klein ist,
dak keine Oberfliche vorhanden ist). Diese Methode konnte allerdings noch nicht getestet
werden, da noch keine zweidimensionalen Simulationen durchgefiihrt wurden.

Zuviel erkannte Oberflachen im Inneren haben schlechtere Auswirkungen als zuwenig
erkannte Oberflichen am Rand. Wenn im Inneren zuviel Oberfliche erkannt wird, geht
im ganzen Volumen Energie verloren. Wenn am Rand keine Oberfliche erkannt wird,
entspricht dies nur einer kleinen Verschiebung des Randes nach aufsen.

Als Beispiel soll eine Stiitzstelle in zwei Dimensionen mit 20 Nachbarn betrachtet
werden. Wenn diese Nachbarn isotrop verteilt sind, ergibt sich ein Winkel von etwa 20°
zwischen den Sichtlinien zweier benachbarter Nachbarn. Wenn der Winkel zwischen Nor-
malenvektor und Sichtlinie kleiner ist als etwa 15°, darf also keine Oberfliche mehr detek-
tiert werden, da sonst im Inneren allein wegen der Fluktuation der Stiitzstellenpositionen
falschlicherweise Oberflichen erkannt wiirden.

Wenn n* den korrigierten Oberflichedichtvektor bezeichnet, ist der Flufs durch die
Oberflache dann gegeben durch

F— gJiV;-n;‘ . (2.62)

Das Volumen V; ist notwendig, um aus der Oberflichendichte n} die Oberfliche zu erhal-
ten.
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Kapitel 3

Implementierung

3.1 Numerische Darstellung der SPH-Grofien

Um Probleme der Strahlungs-Hydrodynamik mittels SPH zu bearbeiten, miissen die SPH-
Grofen numerisch repréisentiert werden. Dazu wird hier angenommen, daf die Materie aus
einem Gas besteht, das durch die Grofsen Dichte, Geschwindigkeit und spezifische innere
Energie beschrieben wird. Das Strahlungsfeld wird in der Diffusionsnédherung behandelt;
dabei wird es allein durch die Strahlungs-Energiedichte beschrieben.

3.1.1 Grofien der SPH-Darstellung

Die oben genannten Grofen Dichte, Geschwindigkeit, spezifische innere Energie und
Strahlungs-Energiedichte sind Basisgrifien der Darstellung. Alle anderen Gréfen wie
Druck, Temperatur, Opazititen, Strahlungsfluft als auch die Zeitableitungen der Basis-
grofsen sind durch die Basisgroften vollstindig festgelegt.

Fiir die Darstellung im SPH-Formalismus sind ferner die Positionen der Stiitzstellen
sowie (zumindest in der hier gewihlten SPH-Formulierung) deren zugeordnete Volumen
erforderlich. Auch sie sind Basisgrofen im SPH-Formalismus.

Zusammengefalst ergibt dies fiir jede Stiitzstelle den folgenden Satz von Basisgrofien:

Position x  Vektor
Volumen V' Skalar
Masse m  Skalar
Geschwindigkeit v Vektor
Spezifische innere Energie e  Skalar
Strahlungs-Energiedichte J  Skalar

Die Masse ist dabei ein Spezialfall, da sich wegen dm;/dt = 0 die einer Stiitzstelle zuge-
ordnete Masse normalerweise nicht dndert. (Sie &ndert sich nur, wenn in der Umgebung
der Stiitzstelle Quellen oder Senken fiir die Masse vorhanden sind.)

Aus diesen Basisgrofien lassen sich unter anderem die folgenden abgeleiteten Grofen
herleiten:

37
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(folgt aus)
Druck p Skalar Zustandsgleichung
Temperatur T Skalar kalorische Zustandsgleichung
Mittlere Opazititen & Skalar quantenmechanische Eigenschaften
Strahlungsflufl F Vektor Diffusionsgleichung

Die Zeitentwicklungsgleichungen fiir die Basisgréften im SPH-Formalismus werden in Ka-
pitel 2 beschrieben und motiviert.

3.1.2 Numerische Auswertung einer SPH-Darstellung

Die SPH-Approximation f(x) einer Grofe f*(x) lautet nach (2.2):

FE) =DV W -x) . (3.1)

Dabei ist NV die Anzahl der Stiitzstellen. Die Ausdriicke zur Berechnung der Zeitableitung
eines Stiitzwertes f; haben die Form

N

d
7l = > A (3.2)

j=1

Der Summand A;; enthélt meist einen Faktor W(x; — x;) oder VW (x; — x;). Wegen
des kompakten Trigers des Kerns W ist A;; nur diinn besetzt. Paare mit A;; # 0 hei-
en Wechselwirkungspartner (siehe Abschnitt 2.1.2). Wegen der Form des hier gewéhlten
Kerns haben Wechselwirkungspartner einen Abstand kleiner als h:

Aij 7§ 0 = VV(XZ — Xj) 7é 0 = |Xi — Xj| <h . (33)

Die Berechnung der Summation iiber j kann stark beschleunigt werden, wenn zuvor
die meisten der Paare (7, j) aussortiert werden, fiir die A;; verschwindet. Eine Moglichkeit
dazu besteht darin, die Stiitzstellen nach ihren Positionen in ein rdumliches Gitter ein-
zusortieren. Stiitzstellen in weit entfernten Gitterzellen konnen dann nicht miteinander
wechselwirken. Eine andere Moglichkeit besteht darin, die Stiitzstellen in einen rdumlich
organisierten Baum einzusortieren und diesen zu durchqueren.

3.2 Numerische Behandlung von Anfangswert-
problemen

Physikalische Probleme werden héufig in der Form von Anfangswertproblemen gestellt.
Dabei ist von einer Funktion sowohl die Ableitung (als Funktion) als auch der Wert an
einer bestimmten Stelle (der Anfangswert) bekannt. Gesucht ist der Funktionswert an
einer gewissen anderen Stelle. (Siehe etwa Press et al. 1992, Kapitel 16.) Schematisch
wird dies dargestellt durch
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Funktion: y(z) (unbekannt)
Gegeben:  yo = y(x) (Anfangswert)
f(z,y) = dy/dz (Ableitung)
Gesucht:  y; = y(x1) (Endwert)

Die Losung dieses Problems heifst auch Integration des Problems.

3.2.1 Explizite Verfahren

Die wohl einfachste Methode geht auf Euler zuriick. Man entwickelt die unbekannte Funk-
tion y(z) nach Taylor um z,. Dann gilt nach Fischer und Kaul (1990), Kapitel III, §9.7
(seio. B.d. A. zp < z4):

(71 — 550)2

. (3.4)

y(w1) = y(xo) + 4 (o) (1 — x0) + " (27)
mit z* € [zg, z1] oder
Y1 = yo + Az f(xg,y0) + O(Ax?) (3.5)

mit Az = 27 — zg > 0. (Dies ist nicht ganz korrekt, da z* gewthnlich von z; abhéngt.)
Wenn der Term O(Ax?) vernachliissigt wird, sind alle Gréfen auf der rechten Seite von
(3.5) bekannt.

Die Vorschrift (3.5) liefert keine besonders gute Approximation von y;. Durch mehr-
faches Auswerten von f an verschiedenen Stellen und geschicktes Kombinieren kann die
Ordnung des Fehlers verkleinert werden. Eine Verbesserung ist z. B. die Mittelpunkts-
Methode mit der Vorschrift

ki = Az f(xo,90)
ky = Axf(zo+ Azx/2,y0+ k1/2)

Die Mittelpunkts-Methode ist damit um eine Ordnung genauer, um die Kosten einer
weiteren Auswertung der Ableitung f.

Um von der Stelle zy zu einer anderen Stelle z,, zu gelangen, ist es manchmal not-
wendig, nicht nur einen, sondern mehrere Schritte mit kleinerer Schrittweite in Folge zu
gehen. Das Resultat 1, des ersten Schrittes dient dann als Ausgangswert fiir den nichsten
Schritt. Die Wahl der Schrittweite Ax gibt die lokale Genauigkeit des Verfahrens vor.
Jeder Schritt wird so gewihlt, daf der Fehler bei diesem Schritt kleiner als eine gewisse
Schranke ¢ wird. Um eine Abschétzung fiir diesen Fehler zu erhalten, kann beispielsweise
ein Schritt durch zwei Schritte mit halber Schrittweite ersetzt werden, um das Ergebnis
mit dem ganzen Schritt zu vergleichen.

Eine automatische Schrittweitensteuerung ist heute Standard. Dabei wird der Integra-
tor von einem Regler gesteuert, der die Schrittweite so wéihlt, dall sowohl die Rechenzeit
moglichst klein wird als auch der Fehler je Schritt unter die Fehlerschranke fillt. Notigen-
falls wird ein Schritt mit kleinerer Schrittweite wiederholt.
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Bekannt ist besonders das Runge-Kutta-Fehlberg Verfahren vierter Ordnung. Dabei
wird die Ableitung f sechsmal ausgewertet. Dies ergibt eine Approximation, die bis auf
Terme vierter Ordnung genau ist. Gleichzeitig liefert es eine Abschétzung des Fehlers fiinf-
ter Ordnung. Dadurch entfillt die (teure) Schrittweitenhalbierung zur Fehlerbestimmung.

Bei den eben beschriebenen Verfahren sind alle Grofen, die zur Bestimmung des Ap-
proximationswertes benotigt werden (also etwa die rechte Seite von (3.5)), bekannt oder
konnen direkt berechnet werden. Deshalb werden sie auch als explizite Verfahren bezeich-
net. Explizite Verfahren sind relativ einfach zu implementieren, intuitiv (und damit leicht
zu verstehen) und generell kostengiinstig.

3.2.2 Steife Differentialgleichungen

Gewisse Funktionen lassen sich mit expliziten Verfahren leider nur sehr schlecht integrie-
ren. Die fallende Exponentialfunktion

ax

y(o) = e Y (r) = —ay(z) (3.7)

mit o > 0 ist ein gerne zitiertes Beispiel dafiir (Press et al. 1992, Kapitel 16.6).
Das Euler-Verfahren liefert fiir die fallende Exponentialfunktion die Approximation

1 = yo + Az f(z0,50) = (1 —alAz)y, . (3.8)

Wenn n Schritte der Schrittweite Ax ausgefiihrt werden, ergibt dies
yn = (1 — aAz)"yo . (3.9)
Dieses Ergebnis ist sicher dann instabil, wenn lim, . |y,| = 0o oder Az > 2/a. Es

treten jedoch bereits fiir Az > 1/a Oszillationen auf, so daf das Euler-Verfahren hier
nur fiir Az < 1/« stabil ist. Fiir grofe Werte o muf die Schrittweite Az also drastisch
reduziert werden. Dies kann zu inakzeptabel langen Rechenzeiten fiithren. Fiir andere
explizite Verfahren gilt Ahnliches.

Dies ist besonders dann katastrophal, wenn die integrierte Funktion zwei unterschied-
liche ,intrinsische Skalen enthilt, von denen die gréfere die interessante ist. Hairer und
Wanner (1987), Kapitel 1, betrachten die Differentialgleichung

y' = —50(y — cos x) (3.10)
mit der ungefihren Losung (siehe Abb. 3.1)
y(r) ~ e 4 cosz . (3.11)
Dies fiihrt mit dem Euler-Verfahren zu
y1 = (1 — 50Az) yo + 50Ax cosxy . (3.12)

Der erste Summand beschriankt die moglichen Schrittweiten auf Az < 1/50. Man sieht
jedoch, daf der exponentielle Anteil der Losung, der dies verursacht, sehr schnell ver-
schwindet. Anschliefend bleibt eine Kosinusfunktion mit einer typischen Skala (der Wel-
lenlénge) von 27. Aus Stabilitatsgriinden muf die Schrittweite jedoch stets weit unter 27
bleiben; die moglichen Schrittweiten haben nichts mit der Wellenldnge zu tun.

Differentialgleichungen, die sehr unterschiedliche Zeit- (oder Léngen-) Skalen enthal-
ten, heiflen steife Differentialgleichungen.
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2 T T T T T T T
18 + exp(-50*x)+cos(x) ——

0 02 04 06 08 1 12 14

Abbildung 3.1: y(z) = 75 + cos

3.2.3 Implizite Verfahren

Sogenannte implizite Verfahren sind die Antwort auf steife Differentialgleichungen. Sie
16sen auch die oben beschriebenen Fille mit sinnvollen Schrittweiten.

Um ein implizites Euler-Verfahren zu erhalten, entwickelt man die unbekannte Funk-
tion y(z) um den Endpunkt z; und findet analog zu Gleichung (3.4) (Press et al. 1992,
Kapitel 16.6)

)(xo - fUl)Z

5 (3.13)

y(wo) = y(a1) + ¢/ (x1) (w0 — 21) + 3" (2"
mit * € [zg, z1]. Dies kann (mit Az = x; — x( wie oben) bis auf Terme zweiter Ordnung
in Az auch als

Yo = y1 — Az f(x1,41) (3.14)

geschrieben werden. Man beachte dabei die Anderung der Indizes gegeniiber (3.5). Diese
Gleichung definiert implizit den gesuchten Wert y.

Das implizite Euler-Verfahren liefert fiir die fallende Exponentialfunktion (3.7) von
oben

yo = (1 + aAzx)y; (3.15)
oder
Yo
= — . 3.16
h 1+ aAx ( )

Es ist damit wegen « > 0 fiir alle Az > —2/« und wegen Ax > 0 sogar unabhéngig von
Ax stabil. Es ist nicht unbedingt genauer, aber es ist zumindest stabil.

Um im Allgemeinfall aus (3.14) den gesuchten Wert y; zu ermitteln, kann eine Newton-
[teration angewandt werden. Die Vorschrift

X = x() _ (3.17)

konvergiert fiir geeignete Startwerte X (9 gegen eine Nullstelle X* von F' (X).
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Mit X =y, und F(X) =y — yo — Az f(x1,y;) ergibt sich

n n a n - n n
=y - 1 —Axa—i(xl,zé ))] : ( = yo — Az f (1,5 ))> . (318)

Der Ausdruck (3.18) sieht auf den ersten Blick numerisch leicht beherrschbar aus.
Leider bestehen aber sowohl die Funktion y(z) als auch deren Ableitung f(z,y), beson-
ders im SPH-Formalismus, aus unhandlich grofen Vektoren. (dimy =~ 105 ist Standard;
gewiinscht wiren dimy ~ 107.) Der Ausdruck df /0y steht dann fiir die Jacobi-Matrix.

Die Berechnung von [1 — Az df/8y]™" erfordert damit fiir jeden Newton-Iterations-
schritt eine Matrix-Inversion!. Dies ist sehr aufwendig.

Ausgereifte implizite Integratoren verwenden nicht das Eulersche Verfahren, sondern
eines hoherer Ordnung mit entsprechend hoherer Genauigkeit. Die Vorgehensweise und
die dabei auftretenden Probleme sind aber die gleichen.

3.2.4 Steife Differentialgleichungen in der Strahlungs-
Hydrodynamik

In der Strahlungs-Hydrodynamik treten besonders in der Energiegleichung steife Terme
auf.

Das Wechselspiel zwischen Strahlungsenergie und innerer Energie der Materie

Die Aborptions-Zeitskala A/c = 1/(ca!) (sieche Abschnitt 1.2.8) kann um viele Grofsen-
ordnungen kleiner sein als eine typische interessante Zeitskala fiir die Materie, etwa h/cg
mit der Schallgeschwindigkeit cg. Auf der Zeitskala der Strahlung konnen die Effekte der
Hydrodynamik dann vernachléssigt werden.

Wenn zusétzlich die innere Energie der Materie gegeniiber der Strahlungsenergie do-
miniert, kann der Absorptionsterm in der Energiegleichung der Strahlung (2.57)

%J: -+ ca, (aT* =) (3.19)

das System steif machen: Weil die innere Energie der Materie gegeniiber der Strahlungs-
energie dominiert, wirken sich Anderungen der Strahlungsenergiedichte J nur wenig auf
die Temperatur der Materie T aus, die damit anndhernd konstant ist. Auch der Absorp-
tionskoeflizient &/, ist dann ungefdhr konstant.

Gleichung (3.19) hat ann die oben erwidhnte Form einer fallenden Exponentialfunktion
plus einer Inhomogenitit. Die minimalen Fluktuationen in der Strahlungsenergie miissen
von einem expliziten Integrator genau verfolgt werden. So kann die typische Zeitschritt-
weite um Grofenordnungen unter der Zeitskala bleiben, die den Beobachter interessiert.

!Die Matrix muf nicht wirklich invertiert werden. Es reicht aus, ein lineares Gleichungssystem der
gleichen Dimension zu 16sen.
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Der Strahlungsfluff in thermalisierten Gebieten

Der Strahlungsfluft

c

F = 30 + 63)VJ (3.20)
verschwindet, wenn ein Gebiet vollstindig thermalisiert ist, wenn also Strahlung und
Materie dort im thermodynamischen Gleichgewicht mit einer gewissen konstanten Tem-
peratur 1" stehen.

Eine typische Zeitskala fiir den Strahlungsflufl ist die Wechselwirkungs-Zeitskala
1/(cos + cal). Auch wenn der Beitrag des Strahlungsflusses zum Energiehaushalt ver-
schwindet, mufs ein expliziter Integrator seine Schrittweite noch an die Zeitskala des
Strahlungsflusses anpassen.

3.2.5 Implizite Integratoren fiir das SPH-Verfahren

Im SPH-Verfahren ist die Jacobi-Matrix 0f/dy nur diinn besetzt: Ein Eintrag 0f;/0y;
kann nur dann von Null verschieden sein, wenn die Stiitzstellen 7 und j miteinander
wechselwirken. Sie hat jedoch im allgemeinen keine regelmiifige Struktur.? Ein implizi-
ter Integrator mufs die diinne Besetzung ausniitzen, um mit vertretbarem Aufwand eine
Lésung zu finden.

Unter idealen Bedingungen kann die Jacobi-Matrix mit einem Aufwand von O(N - Z?)
bearbeitet werden. Diese sind etwa dann gegeben, wenn die Jacobi-Matrix Bandstruktur
hat. Dabei bezeichnen N die Anzahl der Stiitzstellen und Z die durchschnittliche Anzahl
von Wechselwirkungen je Stiitzstelle. Dieser Aufwand liegt nur um den Faktor Z iiber
dem Aufwand, der fiir die Behandlungen der Wechselwirkungen im SPH-Formalismus
grundsétzlich notwendig ist. Es besteht also die Hoffnung, daf implizite Integratoren
sinnvoll mit der SPH-Methode kombiniert werden kénnen.

?Bei eindimensionalen Problemen kénnen die Stiitzstellen stets entsprechend ihrer riumlichen Anord-
nung numeriert werden; dann erhilt die Jacobi-Matrix eine Bandstruktur. In mehreren Dimensionen ist
das nicht moglich.
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Kapitel 4

Tests

4.1 Das Stofirohr

Das Stofsrohr ist ein relativ einfaches System, dessen Zeitentwicklung im strahlungslosen
Fall analytisch berechnet werden kann. Es bietet sich deshalb an, gerade dieses System
auch zu simulieren, um die Ergebnisse der Simulation mit der analytischen Losung zu
vergleichen und dadurch die Zuverlissigkeit der Simulation zu testen.

4.1.1 Aufbau des Stofsirohres

Das Stofsrohr besteht aus einem eindimensionalen, unendlich langen Rohr, das mit Gas
gefiillt ist. Zu Anfang befindet sich an der Stelle z = 0 eine Membran, die das Rohr in
zwei Hélften teilt. Auf jeder Seite der Membran sind die Parameter des Systems (Druck,
Dichte, Temperatur etc.) konstant. Das Gas befindet sich in Ruhe.

Um das Experiment zu beginnen, wird die Membran zum Zeitpunkt £ = 0 instantan
entfernt. Wenn der Druck in beiden Hilften des Rohres gleich ist, geschieht nichts. Im
folgenden wird angenommen, dafl der Druck in der linken Héilfte des Rohres (also fiir
x < 0) anfangs grofer ist als in der rechten Hélfte, und daf die Temperatur 7" anfangs auf
beiden Seiten der Membran die Gleiche ist. Ferner soll natiirlich immer ein ideales Fluid
betrachtet werden. Die Anfangskonfiguration sieht dann qualitativ aus wie in Abbildung
4.1.

4.1.2 Qualitative Beschreibung des gesamten Stofsrohres

Im Stofrohr bilden sich drei charakteristische Strukturen aus (sieche Abbildung 4.2):

e Bine Stoffront (F) liuft mit Uberschallgeschwindigkeit nach rechts (in das Gebiet
niedrigen Druckes). In der Stoffront wird das Gas komprimiert und nach rechts
beschleunigt. Dabei wird Entropie erzeugt. In einem idealen Fluid hat die Stoffront
keine Langenausdehnung; die Parameter des Systems dndern sich sprunghaft.

! Andere Méglichkeiten, ein Stofirohr aufzubauen, bestehen etwa darin, einen Kolben mit einer gewissen
Geschwindigkeit v in einem gasgefiilltes Rohr zu bewegen.

45
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\'
p : rho
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0 X 0 X
Abbildung 4.1: (schematisch) Anfangs- Abbildung 4.2: (schematisch) Geschwin-
konfiguration digkeitsverteilung zu einem spéteren Zeit-
punkt

e Hinter der Stoffront befindet sich eine Kontaktdiskontinuitit (D). Sie bewegt sich
mit der Gasgeschwindigkeit nach rechts. Die Kontaktdiskontinuitét hat, wie ihr Na-
me schon sagt, ebenfalls keine riumliche Ausdehnung. Uber sie hinweg ist der Druck
konstant; die anderen Parameter des Systems konnen sich sprunghaft dndern.

e Nach links bewegt sich eine Verdinnungswelle (V) in das Gebiet hoheren Druckes.
Dies ist eine ausgedehnte Struktur, in der sich die Geschwindigkeit linear dndert.

4.1.3 Analytische Losung ohne Strahlung
Anfangsbedingungen

Zu beiden Seiten der Membran befinde sich das gleiche Gas, ndmlich vollsténdig ionisierter
Wasserstoff mit einer Temperatur von 7 = 10* K. Dieser hat eine mittlere Molmasse
von g = 0.504u. (Da ionisierter Wasserstoff doppelt so viele Teilchen hat wie atomarer
Wasserstoff gleicher Masse, ist die Molmasse um die Hilfte kleiner.) Der Wasserstoff wird
(in guter Ndherung) als ideales Gas betrachtet; deshalb gilt v = 5/3.

Auf der rechten Seite der Membran betrage die Dichte o = 1078 kg/m3; auf der linken
Seite habe sie den zehnfachen Wert. Damit herrscht auch ein Druckunterschied von 1 : 10
mit p ~ 1.65 Pa auf der rechten Seite.

Die Stofirohr-Relationen

Anderson (1990) gibt in Kapitel 7.8 ein Rezept, um die Vorgénge in einem Stofirohr
analytisch zu 16sen. Die Ergebnisse werden hier vorgestellt. Alle Werte werden dabei auf
drei signifikante Stellen gerundet.

Die Stokfront bewegt sich mit einer Geschwindigkeit von W = 25700 m/s nach rechts.
Jeder Punkt der Verdiinnungswelle bewegt sich mit der lokalen Schallgeschwindigkeit
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Analytische Losung ohne Strahlung nach 2.5 - 10°s:
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Abbildung 4.3: Druck Abbildung 4.4: Dichte
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Abbildung 4.5: Geschwindigkeit Abbildung 4.6: Temperatur

nach links, wobei sich die Schallgeschwindigkeit iiber die Verdiinnungswelle dndert. Fiir
die iibrigen Parameter im Stofrohr gilt:

links  zwischen zwischen rechts
Grofe Einheit |von V'V und D D und F' von F
Gasgeschwindigkeit v [m/s] 0 11300 11300 0
Druck p [Pa] | 16.5 4.55 4.55 1.65
Temperatur 7' [K] | 10000 5980 15500 10000
Dichte o 10 8kg/m?] | 10 4.62 1.78 1
Schallgeschwindigkeit cg [m/s] | 16600 12800 20600 16600

Die exakte Losung nach ¢t = 2.5 -10%s ist in den Abbildungen 4.3 bis 4.6 zu sehen.
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4.1.4 Simulation ohne Strahlung

Die Anfangsbedingungen aus dem vorigen Abschnitt lassen sich in einer Simulation nicht
exakt reproduzieren. Zum einen ist das Simulationsgebiet nicht unendlich ausgedehnt. Am
Rand des Simulationsgebietes mufs deshalb Vorsorge getroffen werden, dak moglichst we-
nig (unphysikalische!) Information vom Rand ins Innere des Simulationsgebietes gelangt.
Insbesondere diirfen keine nach aufen laufenden Schallwellen am Rand reflektiert werden.
Ein probates Mittel ist es, die Simulation abzubrechen, sobald das Gebiet um den Rand
nicht mehr glatt ist, sobald also irgendwelche physikalische Strukturen den Rand erreicht
haben.

In vielen Féllen kann das Simulationsgebiet wie ein Torus fortgesetzt werden, indem
gegeniiberliegende Réander verbunden werden, oder kann als Rand eine Symmetrieebene
gewidhlt werden. In beiden Fillen ist die Fortsetzung des Simulationsgebietes iiber den
Rand hinaus bekannt; ein Rand als solcher existiert dann nicht. Dies ist hier wegen der
unterschiedlichen Driicke nicht moglich.

Das andere Problem bei der Darstellung der Anfangsbedingungen ist der unstetige
Sprung an der Stelle der Membran. Da im SPH-Formalismus alle Funktionen approximiert
werden, und da der maximale Gradient der SPH-Approximation f etwa f/h betrigt (h ist
hier die Ausschmierlinge, sieche Abschnitt 2.1.1), kann der Sprung im SPH-Formalismus
nicht dargestellt werden. Die Anfangskonfiguration muf etwas abgerundet werden.

Manchmal konnen anféngliche Unstetigkeiten behandelt werden, indem man die Simu-
lation erst zu einem spéteren Zeitpunkt beginnt. Dazu mufs aber einerseits eine analytische
Losung bekannt sein (das ist sie meistens nicht), und andererseits muf der Sprung nach
einer gewissen Zeit stetig geworden sein (das wird er im strahlungslosen Stofrohr nicht).

Weitere Probleme bei der Wahl der Anfangsbedingungen ergeben sich, wenn die phy-
sikalischen Anfangsbedingungen zu detailreich sind. Da eine Simulation nur ein gewisses
Auflésungsvermogen hat, miissen eventuell kleine Strukturen vernachlissigt werden.

Numerische Anfangsbedingungen

Das Simulationsgebiet erstreckt sich von —10 m bis +10* m. Es wurden 100 dquidistante
Stiitzstellen gewahlt, um das System darzustellen. Jeder wurde das gleiche Volumen von
V; =2-10°m (dem Abstand zweier Stiitzstellen) zugeordnet. Als Ausschmierléinge wurde
h = 10" m gewihlt.

Anmerkung. Die geringe Anzahl von nur 100 Stiitzstellen mag verwundern, 1aft
sie doch kein genaues Ergebnis erwarten. Dem ist auch so. Fiir eine Simulation
mit Strahlung ist jedoch (wie frither beschrieben) ein impliziter Integrator
notwendig, dessen Speicherplatz- und Zeitbedarf leider keine sehr viel bessere
Auflésung zuldft. Hier besteht noch dringend Entwicklungsbedarf.

Die den hier verwendeten SPH-Gleichungen zugrundeliegenden hydrodynamischen
Gleichungen beriicksichtigen keine Viskositidt. Da in der Stoffront jedoch Energie dissi-
piert wird, wird hier eine kiinstliche Viskositét nach Monaghan (1992) mit den Parametern
B =2 und n = 0.01 verwendet.

Diese Anfangskonfiguration ist in den Abbildungen 4.7 und 4.8 dargestellt. Gegeniiber
der analytischen Anfangskonfiguration ist der Sprung bei x = 0 ausgeschmiert.
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Anfangskonfiguration der Simulation ohne Strahlung:
(T = const = 10*K, v = const = 0)
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Abbildung 4.7: Druck Abbildung 4.8: Dichte

Ergebnis der Simulation

Ein Vergleich der analytischen und der numerischen Losung findet sich in den Abbildungen
4.9 bis 4.12. Die numerische Losung unterscheidet sich in verschiedenen Punkten von der
analytischen:

e Die Stofsfront ist ausgeschmiert. Einerseits kann der Sprung in der Stoffront im SPH-
Formalismus nicht dargestellt werden, und andererseits schmiert die hier verwendete
kiinstliche Viskositét eine Front auf eine Linge von etwa 3h aus (Monaghan 1992).

e Direkt hinter der Stoffront gibt es Fluktuationen im Gas. Die Energiedissipation
in der Stofsfront wird von der kiinstlichen Viskositat wegen der geringen Auflésung
nicht gut nachgebildet.

e An der Stelle der Kontaktdiskontinuitit befindet sich eine seltsame Struktur, nam-
lich eine lokale Erhohung des Druckes, die zeitlich stabil ist. Diese riihrt daher,
dafs der Gradient des Druckes in der SPH-N&dherung verschwinden kann, obwohl
die Stiitzwerte des Druckes verschieden sind. (Letztendlich ist das auf eine innere
Inkonsistenz des SPH-Verfahrens zuriickzufiihren.)

e Die beiden Knicke am Anfang und am Ende der Verdiinnungswelle sind auf etwa
1h ausgeschmiert. Zusitzlich gibt es ein Uberschwingen der Geschwindigkeit am
Ende der Verdiinnungswelle. Die analytische Lésung wird dort konstant, wihrend
die Geschwindigkeit im SPH-Formalismus in einer geddmpften Schwingung um den
wahren Wert pendelt.

Die Graphen der numerischen Losung zeigen, daf diese nicht sehr genau ist. Fiir exakte
quantitative Aussagen iiber die Parameter des Systems miifste die Anzahl der Stiitzstel-
len deutlich erh6oht werden. Es erscheint nicht sinnvoll, aus dieser numerischen Losung
eine Tabelle mit quantitativen Stofrohr-Relationen wie in Abschnitt 4.1.3 zu erstellen.
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Vergleich der analytischen und der numerischen Losung ohne Strahlung nach 2.5 - 10%s:
Die durchgezogenen Linien sind das Ergebnis der Simulation,
die punktierten Linien die analytische Losung.

i TN

O 1 1
~1.0x10"-5x10%° 0 5x10% 1.0x10%
x [m]

Abbildung 4.9: Druck
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Abbildung 4.11: Geschwindigkeit
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Abbildung 4.10: Dichte
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Abbildung 4.12: Temperatur



4.1. DAS STOSSROHR 51

Anfangskonfiguration der Simulation mit Strahlung:
(T = const = 10*K, v = const = 0, LTE Strahlung mit Materie)
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Abbildung 4.13: Gasdruck Abbildung 4.14: Dichte

Eine bessere Auflosung als die aus den Graphen ersichtliche wurde in der Simulation
offensichtlich nicht erzielt.

4.1.5 Simulation mit Strahlung

Fiir die Simulation mit Strahlung wurden die gleichen Anfangsbedingungen wie fiir die
Simulation ohne Strahlung gew#hlt, um die Ergebnisse vergleichen zu kénnen. Eine ana-
lytische Losung fiir das gesamte Stofsrohr mit Strahlung ist leider nicht bekannt, so dafs
der Vergleich mit der exakten Losung entfallen muf. (Fiir die Stoffront alleine gibt es
allerdings eine stationére analytische Losung, die in Abschnitt 4.1.6 diskutiert wird.)

Wihrend der Simulation wurden als Wechselwirkungen zwischen Strahlung und Mate-
rie sowohl Thomson-Streuung als auch inverse Bremsstrahlung beriicksichtigt. Die Strah-
lung wurde dabei in der Diffusionsniherung aus Abschnitt 1.2.6 behandelt.

Numerische Anfangsbedingungen

Den Anfangsbedingungen aus Abschnitt 4.1.4 wurde Strahlung hinzugefiigt, die im ther-
modynamischen Gleichgewicht mit der Materie steht. Dies fiihrt zu einer rdumlich kon-
stanten Strahlungs-Energiedichte von J = 7.56 J/m®. Der StrahlungsfluR ist zu Anfang
null. Der Strahlungdruck ist anfangs .J/3 = 2.52 Pa und damit von der Grofenordnung des
Gasdrucks. Die Anfangskonfiguration ist in den Abbildungen 4.13 und 4.14 dargestellt.

Fiir die Thomson-Streuung wurde 57 = 0.040 m?/kg, fiir die inverse Bremsstrahlung
wurde g = Qpol~"/? mit Qp = 8.815 - 10" m® K”/2 /kg? angenommen. Die schwache
Temperaturabhingigkeit von ()p wurde vernachlissigt.

Die mittlere freie Wegléinge A = 1/(kp) (siehe Abschnitt 1.2.8) mit & = ky + kg
hat anfangs links bzw. rechts der Membran den Wert 2.45 - 10° m bzw. 2.05 - 10 m. Das
Simulationsgebiet mit seiner Ausdehnung von 2 - 10! m ist also optisch dick mit einer
optischen Tiefe von 7 = 529.
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Vergleich der Ergenisse mit und ohne Strahlung nach 2.5 - 10%s:
Die durchgezogenen Linien sind das Ergebnis der Simulation mit,
die punktierten Linien das der Simulation ohne Strahlung.

20 1.2x107"
1.0x1077 B
151+ B
= 8x107% 1
g &
(2l
1ot . W ex10°- g
1 =}
2 Q
£ 4x10%f 1
5, -
2x1078 B
O 1 1 O 1 1
—1.0x10"—5x%x10%* 0 5x10 1.0x10" —1.0x10*" -5x10% 0 5x10* 1.0x10"
x [m] x [m]
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Abbildung 4.17: Geschwindigkeit Abbildung 4.18: Temperatur

Ergebnis der Simulation

Ein Vergleich der Konfigurationen, die sich im SPH-Formalismus nach 2.5 - 10° s mit und
ohne Strahlung ergeben hat, findet sich in den Abbildungen 4.15 bis 4.22. Die beiden
Ergebnisse unterscheiden sich in mehreren Punkten:

e Wegen des Strahlungsdrucks hat sich der Gesamtdruck im System erhoht. Das Ver-
héltnis der Driicke iiber die Stoffront hat sich verkleinert; der Stofs wurde also
schwécher (siehe Anderson 1990, Kapitel 7).

e Die Stolkfront bewegt sich schneller als im System ohne Strahlung. Gleichzeitig be-
wegt sich das Gas nach der Stoffront langsamer. Die Verdiinnungswelle, die mit der
lokalen Schallgeschwindigkeit nach links lduft, hat eine leicht gréfere Geschwindig-
keit.
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Ergebnis der Simulation mit Strahlung nach 2.5 - 10%s:
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Abbildung 4.19: Strahlungs-Energiedichte
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Abbildung 4.21: Strahlungsfluft
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Abbildung 4.20: Gasdruck
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Abbildung 4.22: Abweichung vom LTE
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e Die Stofsfront selbst hat die gleiche Ausdehnung wie ohne Strahlung. Sie wird nicht
aufgelost, weil ihre physikalische Ausdehnung unter der Auflosungsgrenze der Simu-
lation liegt.

e Die Temperaturunterschiede im System sind kleiner. In der Stofsfront wird das Gas
weniger erwarmt, iiber die Kontaktdiskontinuitdt hinweg besteht eine kleinere Tem-
peraturdifferenz. Dies ist ein Effekt des Energietransports durch Strahlung, wie in
Abbildung 4.21 zu sehen ist. Da der Strahlungsflufs proportional zum Temperatur-
gradienten ist, hat er die Tendenz, Temperaturgradienten zu verkleinern.

Bei einem schwécheren Stof bewegt sich die Stoffront langsamer. Offensichtlich wird
die Abschwiichung des Stokes durch die Anderung des Zustandes des Systems (einem
hoheren Gesamdruck und einem grokeren Energieinhalt) mehr als ausgeglichen.

4.1.6 Quantitative Simulation der Stofifront mit Strahlung

Ohne Strahlung und Viskositdt hat die Stofsfront im Kontinuumsbild keine Ausdehnung.
Das Kontinuumsbild gilt in der Physik nur bis zur Gréfenordnung der mittleren freien
Weglange der Teilchen. Darunter befindet sich das Gas nicht mehr im thermodynamischen
Gleichgewicht. Nach Beriicksichtigung von Strahlung oder Viskositéit erhilt die Stofsfront
auch im Kontinuumsbild eine Ausdehnung. Im Falle der Strahlung liegt die effektive Aus-
dehnung in der Grofsenordnung der mittleren freien Weglinge der Photonen.

Wenn Strahlung in der Diffusions-Naherung beriicksichtigt wird, ist keine analytische
Losung fiir das gesamte Stofrohr bekannt. Eine Losung fiir die Stoffront selbst kann
aber unter gewissen Bedingungen angegeben werden: Es wird gefordert, daf Strahlung
und Materie stets lokal im thermodynamischen Gleichgewicht stehen. Es findet also keine
Netto-Absorption statt. Die einzige betrachtete Wechselwirkung zwischen Strahlung und
Materie sei Thomson-Streuung.

Die Stofsfront befinde sich stationdr am Ursprung, d. h. sie wird in dem System be-
trachtet, in dem die Stokfront ruht. Das Gas stromt mit Uberschallgeschwindigkeit von
rechts in die Stoffront, wird abgebremst und komprimiert und stromt mit Unterschall
nach links aus der Stoffront. Durch die Effekte der Strahlung wird die Stofsfront selbst
iiber eine unendlich Lange ausgeschmiert.

Analytische Losung

Da Strahlung und Materie lokal im thermodynamischen Gleichgewicht stehen, gilt J =
aT*. Das System wird so durch die drei Variablen o(z), v(z) und T'(x) beschrieben. Fiir
die Opazitit gilt k = kK = const.

An jeder Stelle x miissen die Erhaltungssitze fiir Masse, Impuls und Energie gelten.
Da die Losung stationar sein soll, miissen Massenstrom, Impulsstrom und Energiestrom
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iiberall gleich sein. Dies fiihrt zu

ov = const (4.1)
1
ovv +p + §J = const (4-2)
50V +g+p+§J v+ F = const (4.3)
mit
k
p = —oT (4.4)
1 &k
Lo Lk, (4.5)
y=1p
J = QT4 (4 6)
o.J or

Nach dem Einsetzen der Definitionen von p, ¢, J und F ergibt dies ist ein Gleichungssy-
stem in den Funktionen p, v, T und 7" = 07T /0x. Es kann analytisch nach T"(T) aufgelost
werden. Mit geeigneten Anfangsbedingungen (etwa im Unendlichen vor der Stoffront)
kann 7'(T') dann zu T'(x) integriert werden. Daraus lassen sich dann die iibrigen Gro-
fen v(x), o(z), p(x) etc. bestimmen. Zel’dovich und Raizer (1967) diskutieren in §18 die
analytische Losung qualitativ.

Anfangsbedingungen

Als Anfangsbedingung wurde fiir x — oo, also in unendlicher Entfernung vor dem Stofs,

o = 3.3-10 "kg/m? (4.8)
v = —43000m/s (4.9)

= 30303K (4.10)
T =0 (4.11)

vorgegeben. Die Funktion 7'(7T) ist in Abbildung 4.23, die Groken des Systems in den
Abbildungen 4.24 bis 4.27 dargestellt. Die Stofsfront selbst ist unendlich dick und hat eine
effektive Ausdehnung von etwa 10! m.

Simulation

Das oben beschriebene System wurde mit den oben beschriebenen Anfangsbedingungen
simuliert. Es wurden 1000 dquidistante Stiitzstellen im Bereich —10" m bis +10' m ver-
wendet. Der Absorptionskoeffizient | wurde sehr grok gew&hlt, so dalt Materie und Strah-
lung in guter Ndherung im thermodynamischen Gleichgewicht waren. Es wurde keine
kiinstliche Viskositidt verwendet.
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Analy

tische Losung fiir Grofen in ei-

ner stationdren ausgedehnten Strahlungs-
Stokfront mit Strahlung nach 107 s:
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Abbildung 4.24: Temperatur
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Abbildung 4.23: T'(T)
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Abbildung 4.25: Geschwindigkeit
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4.1.

L 3.08x10%+ B

DAS STOSSROHR

S7

Numerische Losung fiir Groflen in einer stationéren
ausgedehnten Stokfront mit Strahlung nach 107 s:
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Abbildung 4.28: Temperatur
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Abbildung 4.30: Dichte

—3.8x10*

—3.9x10*F E

—4.0x10*F E

—4.1x10*F E

v [m/s]

—4.2x10%F E

—4.3x10*F

—4.4%x10* !
—1.0x10¥-5x10% 0

x [m]

1
5x10% 1.0x10%
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Das Ergebnis der Simulation nach 107 s ist in den Abbildungen 4.28 bis 4.31 zu sehen.
In dieser Zeit hitte ein Testteilchen eine Strecke von 4-10 m zuriickgelegt. Das entspricht
leider nur einem Bruchteil der Stoffrontdicke.

Der Rand bereitet in dieser Simulation besondere Probleme. Da stindig Materie von
rechts in das Simulationsgebiet stromt, wird auch unphysikalische Information aus dem
Randgebiet nach innen getragen. Die numerische Behandlung der Rander war wohl nicht
perfekt, so dafs Artefakte entstanden. Mogliche Losungen sind entweder eine Vergroferung
des Simulationsgebietes oder eine Verbesserung des Algorithmus, der die Randbedingun-
gen im SPH-Formalismus gewéhrleistet.

Die betrachtete Konfiguration ist stationdr. Wenn der SPH-Formalismus zuverlissig
ist, mufk sie auch numerisch stationér sein. In der Tat liegen die Abweichungen von der An-
fangskonfiguration unter 2-1073, wenn der Rand nicht betrachtet wird. Das wiire ein sehr
gutes Ergebnis, wenn die simulierte Zeitspanne grofer wire. Dies war wegen der Randef-
fekte so nicht moglich. Fiir ein aussagekréftiges Ergebnis miifste die simulierte Zeitspanne
mindestens so grof sein, daf die Stofsfront ein mehrfaches ihrer eigenen Abmessung zu-
riicklegt.

4.1.7 Zusammenfassung

Die Vorginge im Stofrohr werden qualitativ richtig wiedergegeben. Die Anderung der
Zustandsgleichung durch die Einfiihrung des Strahlungsdrucks und das Verringern von
Temperaturdifferenzen durch Strahlungstransport konnten gezeigt werden.

Eine genaue quantitative Untersuchung war nicht moglich, da der Integrator zu kleine
Zeitschritte wihlt und damit zu langsam ist. Das Ergebnis steht nicht im Widerspruch
zur analytischen Losung.



Kapitel 5

Zusammenfassung

Die Behandlung von Strahlung in optisch diinnen Medien ist mit nur geringem Aufwand
moglich. In einem optisch diinnen Medium ist die mittlere freie Weglinge der Photonen
mindestens so grofs wie die betrachteten Objekte. Eine gute Naherung ist dann, die Strah-
lung instantan (also direkt nach der Entstehung) aus dem Simulationsgebiet zu entfernen.

Die Beriicksichtigung von Strahlung und Strahlungstransport in optisch dicken Medien
ist in gewissen Naherungen moglich. Die hier verwendete Diffusionsndherung geht vom
Grenzfall optisch sehr dicker Materie aus. Weiterhin wurde das Spektrum der Strahlung
hier nicht aufgelost. Die Abstrahlung von Oberflichen konnte nur in eindimensionalen
Systemen verifiziert werden.

Gebiete, die optisch weder sehr dick noch sehr diinn sind, sowie Oberflichen, die
sich selbst beleuchten, wurden nicht untersucht. Die generelle Losung solcher Probleme
erfordert die Beriicksichtigung von globalen Eigenschaften des betrachteten Systems.!
Eine sinnvolle Behandlung scheint nur im Einzelfall mittels ad-hoc-Methoden moglich zu
sein.

Ein besonderes Problem stellen die Differentialgleichungen dar, die den Energie-
austausch und -transport beschreiben. Es handelt sich dabei um steife Differentialglei-
chungen, zu deren Losung ein impliziter Integrator notwendig ist. Dieser stellt hohe An-
spriiche an Rechenzeit und Speicherplatz.

Bei vielen Testlaufen hat sich ergeben, dafs Strahlung und Materie im thermodynami-
schen Gleichgewicht stehen. Die Bedingungen dafiir sind eine sehr kurze Absorptionslinge
der Strahlung, also etwa eine hohe Dichte oder eine niedrige Temperatur der Materie.
Wenn sie gegeben sind, konnte eine Groke (etwa die Strahlungs-Energiedichte) aus dem
System der Differentialgleichungen eliminiert werden, um den Integrator so zu beschleu-
nigen.

Eine mogliche Weiterentwicklung des hier beschriebenen Verfahrens ergibt sich aus der
Tatsache, daf sich Strahlung und Materie wie zwei unterschiedliche Gase verhalten, die
den gleichen Raum einnehmen. Es ist nicht zwingend, sie durch die gleichen Stiitzstellen
zu beschreiben. Unterschiedliche Stiitzstellen héitten den Vorteil, daf sie die Bewegungen
von Strahlung und Materie, die ja nicht gleich sind, beide gleich gut verfolgen kénnen.

Diese Diplomarbeit hat nur Grundlagen geschaffen, um Strahlungstransport in den

'Es konnte etwa das Radiosity-Verfahren aus der Visualisierungstechnik verwendet werden. Dies er-
fordert aber eine starre Geometrie.
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SPH-Formalismus einzubeziehen. Die hier entwickelten Verfahren sind noch nicht geeignet,
in Produktionsldufen verwendet zu werden. Weitere Tests und Fortentwicklungen sind
geplant.



Anhang A

Anmerkungen zur Notation

Die in dieser Diplomarbeit verwendete Schreibweise fiir mathematische Grofsen entspricht
der iiblichen Konvention, fiir Skalare, Vektoren und Tensoren unterschiedliche Schriftarten
zu verwenden:

Typ Beispiel (Bedeutung) Schreibweise
Skalar o (Dichte) kursiv
Vektor v (Geschwindigkeit) fett

Tensor P (Drucktensor) serifenlos

Der Einheitstensor wird mit E = §%° bezeichnet.

Ein Skalarprodukt (inneres Vektorprodukt) wird durch einen expliziten Punkt gekenn-
zeichnet, wie in v-v =) v®v®.

Ein Tensorprodukt (duferes Vektorprodukt) wird nicht durch einen Operator gekenn-
zeichnet, also vv = v ®@ v = v*0”.

Ein verjiingter Tensor wird wie ein Skalarprodukt behandelt, also v-P =" v Pos,

Eine Funktionen f wird, wie in der Physik iiblich, manchmal auch mit f(z) bezeichnet,
obwohl dies mathematisch nicht korrekt ist. Aus dem Kontext geht jeweils hervor, ob
damit dann die Funktion oder der Funktionswert gemeint ist.
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ANHANG A. ANMERKUNGEN ZUR NOTATION
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